z. 4-M/2008

CZASOP’SMO ISSN 0011-4561

ISSN 1897-6328

TECHNICZNE

WYDAWNICTWO POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ-

JAN KURZYK, ZBIGNIEW PIEKARSKI, WEODZIMIERZ WOJCIK*

OKRESOWA OPTYMALIZACJA DRGAN PRETA
Z PUNKTOWYMI OGRANICZENIAMI
ZMIENNYCH STANU

THE PERIODIC OPTIMIZATION OF THE VIBRATING
BAR WITH THE POINT CONSTRAINTS
OF THE VARIABLES OF STATE

Streszczenie

W artykule po raz pierwszy przebadano przyktad z mechaniki technicznej optymalizacji
z okresowym lub quasi-okresowym (okresowym w podprzedziatach o rdznej dhugosci) stero-
waniem oraz z punktowymi ograniczeniami narzuconymi na nieokresowe zmienne stanu.
Ograniczenia te zadane sa w punktach styku podprzedziatow, w ktorych sterowanie jest
okresowe. Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla optymalizacji drgan podtuznych
i sprezystych preta wspornikowego, w $rodku ktorego (sterowanie okresowe) oraz w % jego
dlugosci (sterowanie quasi-okresowe) zostata dolaczona sprezyna. Jako sterowanie przyjgto
przekroj poprzeczny preta.

Stowa kluczowe: sterowanie okresowe, punktowe ograniczenia, optymalizacja, pret wspor-
nikowy

Abstract

In this paper the shape optimization of an elastic bar with respect to its longitudinal vibration
is investigated. It is assumed that the optimal control fulfils some quasi-periodic or periodic
constraints and additional jump constraints on the state variables. The results of numerical
calculations have been presented in numerous figures.
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1. Wstep

W pracach [7, 8] rozpatrzono optymalizacj¢ okresowa i quasi-okresowa z uwzgled-
nieniem ograniczen narzuconych na zmienne stanu w punktach wewngtrznych przedziatu
optymalizacji. Teoretycznie rozwazano jednowymiarowe problemy optymalizacji, w kto-
rych skonczony przedzial zmiennej niezaleznej podzielony byt na podprzedziaty zaréwno
o rownych, jak i r6znych dtugosciach. W tych podprzedziatach wartosci sterowania w od-
powiednich punktach byly takie same. Ponadto w punktach styku podprzedziatow na
niektore zmienne stanu narzucono ograniczenia typu skokowego. W niniejszym artykule po
raz pierwszy zastosowano opracowang poprzednio teori¢ do konkretnego uktadu. Przeana-
lizowano optymalizacj¢ z okresowym sterowaniem drgan podtuznych preta z ogranicze-
niami w jego wewngtrznym punkcie. Zagadnienia optymalizacji z punktowymi ograni-
czeniami na zmienne stanu mozna zastosowa¢ do bardziej skomplikowanych problemow,
np. takich, jakie byly rozwazane w pracach [1, 2, 4, 5].

2. Analiza teoretyczna problemu

Skonczony przedziat [0, L] zmiennej niezaleznej x

xe[0,L] (1)
dzielimy na N podprzedzialow zmiennych x,
x,=xell, .11 q=12,..,. N 2)
gdzie
[0, L]=[ly, 1V, L1V Oy 1], ly=0,1y,=L 3
Przyjmujemy, ze dlugos¢ kazdego podprzedziatu jest rézna
Al =11, q=12,.., N 4
Kazda zmienna x, przedstawiamy wzorem
x, =A%+, ., 0<x </ 5
gdzie
Al
4= ©)
1

Zaktadamy, ze funkcje sterujace u(x), ktore beda wystgpowa¢ w rozwazanych

zadaniach, sa dopuszczalne, tzn. sa okreslone, odcinkami ciagle, a punktow nieciaglo$ci
jest skonczona liczba w [0, L]. Dodatkowo, tylko dla sterowania, wprowadzamy warunek
okresowosci (w skoniczonym przedziale)

u(x)=u(x,)=..=u(xy)=a(x) @)

Funkcje a(x;) nazywamy sterowaniem podstawowym (nadkreSlenie nad litera zawsze
oznacza wektor).
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Zajmowaé sig¢ bedziemy obiektami, ktorych stan opisany jest przez rdézniczkowe
réwnania w postaci

d n

4 =§D. - ki=12,..,n 8
dx Vi a ki (3)
Uktad réwnan (8) jest liniowy tylko ze wzglgdu na zmienne stanu y, (x). Elementy macie-

rzowe Dy; sa rozniczkowalne wzgledem funkcji sterujacych, od ktérych zaleza. Do rownan
(8) nalezy dotaczy¢ odpowiednie warunki brzegowe oraz w punktach styku podprzedziatlow
odpowiednie warunki skoku zmiennych stanu. W pracach [7, 8] rozwazano skoki okreslone
wzorami

70, +0) =y, (1, =0 = (71, ~0),  p=12,.. N-1 ©)

w ktorych funkcje /4, sa ciagle razem z pierwszymi pochodnymi po wszystkich yy.

Jezeli chcemy bada¢ problem optymalizacji obiektu fizycznego, to do rownan stanu (8)
musimy dotaczy¢ funkcjonat celu, ktorego minimum bedziemy szukaé¢. W naszym przy-
padku przyjmujemy, ze ma on postac¢ catkowa

J= J' 7, @E(x))dx = min (10)
0

Funkcja celu f; jest okreslona i ciaglta ze wzgledu na u. Po prostych przeksztatceniach
i wykorzystaniu warunku okresowosci (7) mamy

J=f£n@umwl (11)

W celu wyznaczenia minimalnej wartosci funkcjonatu (10), czyli (11) — przy quasi-okre-
sowym sterowaniu, ale bez okresowosci wektorowej zmiennej stanu — korzysta¢ bedziemy
ze zmodyfikowanej zasady maksimum Pontriagina wprowadzonej i udowodnionej w pracy
[6]. Zastosowanie tej zasady w mechanice technicznej po raz pierwszy przedstawiono
w pracy [4]. W tej zmodyfikowanej zasadzie zmienia si¢ warunek optymalnosci. Przy
quasi-okresowym sterowaniu warunek ten ma forme¢

N
Hm@0=g32¥”&0 (12)
=
Hamiltoniany sktadowe H? dane sa wzorami
H' =AY, f,(@)+ AqZ{‘PZ(xj)ZD,d y! (xl)} (13)
k=1 i=1

gdzie wspolczynniki Dy, zaleza od sterowania podstawowego a(x,) oraz ¥, = const < 0.
Wystepujace w (13) zmienne y/(x,) otrzymujemy w nastgpujacy sposob. Na podstawie
zaleznosci (5) wprowadzamy oznaczenia

Ye(xy) =y, (x,(x)) = yi (%)) (14)
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Wtedy rownania stanu (8) zapisane w poszczegdlnych podprzedziatach sa nastgpujace

d n
——y{ =4, Dyyi(x) (15)
dx, =

Na podstawie rownan (15) otrzymujemy hamiltoniany sktadowe w postaci (13).

Zmienne sprzgzone W?(x,) spehiaja rownania, ktore wyznaczamy ze wzoréw

A ey OH'(x)
dn ) (19

Warunki brzegowe dla zmiennych sprzgzonych wyznaczamy z warunkow transwersalnosci

D 8y, (0%, (0)=0
- (17)
Dy (L)W (L) =0

k=1

Poniewaz zmienne stanu zmieniaja si¢ skokowo (9), wigc rdwniez zmienne sprz¢zone
zmienia¢ si¢ beda skokowo w tych samych punktach. Na podstawie teorii [7] skoki te
okreslone sa przez

oh,
6yk (lp - 0)

Dla zmiennych, dla ktorych zachodzi /4,(y(/,—0))=0 mamy do czynienia z ciagtymi

P, +0) ¥, (I, ~0)= —i\}'i(zp +0) (18)

zmiennymi stanu i cigglymi zmiennymi sprz¢zonymi.

Aby w rozwazanym zadaniu znalez¢ minimum (11), trzeba rozwiaza¢ uktady réwnan
(8) i (16) z warunkami brzegowymi dla zmiennych stanu narzuconymi przez konkretny
problem oraz wyznaczonych z warunkow (17) dla zmiennych sprzgzonych. Optymalne ste-
rowanie musi by¢ okres§lone z warunku optymalnosci (12), w ktérym wystgpuje suma ha-
miltonianow sktadowych. Z warunku tego wynika, ze optymalne sterowanie zalezy od
wszystkich zmiennych stanu i sprz¢zonych obliczanych dla kazdego podprzedziatu osobno.

3. Opis badanego problemu

Rozpatrujemy drgania podiuzne preta opisane rowaniem

0 Ou o’u

Caly pret dzielimy na N odcinkow. Przyjmujemy, ze sita zewngtrzna ¢(x,¢) dziatajaca na
pret sktada sig z szeregu sit skupionych dziatajacych w punktach styku podprzedziatow.
Dla skupienia uwagi badamy dziatanie sit na pret wspornikowy, np. taki jak pokazano na
rysunku 1.
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Rys. 1. Prgt wspornikowy z dwoma rodzajami

[ANNNAY
[ )

sit punktowych |_ _E
Fig. 1. A contilever bar with the two kinds of VW
point forces k 1

W punkecie styku /, = 2T dziala sita pochodzaca od spr¢zyny o stalej k. Warunki brzegowe

1 warunki skoku zmiennych stanu, ktore nalezy dotaczy¢ do rownania (19) sa nastepujace:
1) warunki brzegowe

x=0, x=1L
20
u(0,¢) =0, EA(L)M =0 (20)
Ox
2) warunki skoku w punktach /,
ou(l, +0,t) ou(l, —0,t)
EA(l, +0)—"———EA(l, —O)’6—+S(lp -0)=0 21
X
Sita S w naszym przypadku jest sita sprezystosci
§=—ku(l,—-0,1) (22)

Posta¢ warunku (21) okresla¢ beda funkcje 7, w (9).
Przyjmujemy, ze w przemieszczeniu u(x,¢f) mozna rozdzieli¢ zmienne

u(x,t)=U(x)sino ¢ (23)
Wtedy z (19) mamy
i{EA(x)M} +0’pA(x)U(x) =0 (24)
dx dx
oraz site¢ S w postaci
S=kU(,-0) (25)
Warunki brzegowe przechodza w
x=0, x=1L
26
U)=0, EA(L) 6(2(L) =0 (26)
X

Natomiast warunek skoku (21) w

oU(l, +0 ou(l, 0
EA(, + 0);;;) —EA(l, - 0 Y%=

=S 27
gdzie S okreslone jest wzorem (25).

Zamiast rozwiazywac¢ rownanie (24) z warunkami brzegowymi (26) i sita (25), mozna
rozwiazywac, np. [9], rownania postaci

L{EA(JC )4V,
dx 7 dx

q q

} +©*pA(x,)U(x,) =0 (28)
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gdzie x, spetnia relacje (2) z warunkami (26) oraz z warunkami skoku (27) i warunkami

ciaglo$ci przemieszczen

U, +0)=U(, -0), p=12,..,(N-1).

4. Problem optymalizacji

Szuka¢ bedziemy minimum objgtosci belki

J= jA(x)dx = ﬁ: TA(xq )dx,

a=l 1,

Z warunku okresowosci (7) przy (5) mamy
A(x)) = A(x,) = ... = A(xy) = F(x))
Wtedy funkcjonat celu (10) zgodnie z (11) zmienia si¢ w

h
J = £J‘F(xl)dx1
L

Oznaczenia (14) daja

Uox) =Up(x, (e ) =UL(x), k=12
Rownania stanu (28) po wykorzystaniu (33) sprowadzamy do uktadu rownan
A
a F
dx, EF(x))
Uy = a,0pF (U
dx,

Dotaczamy do niego warunki brzegowe (26) w formie
U} (0) =0, U;(1)=0
oraz warunki skoku (29) i (27) przy (9) postaci
urtoy-urd,)=nt, h=0
Ut -usty=ny, b =pd)

gdzie sity p(/;) okre$lone sa przez wzory (25).

(29)

(30)

€2))

(32)

(33)

(34

(35)

(36)

Dla tak zapisanego problemu optymalizacji hamiltoniany sktadowe (13) maja postac

A
HY(5) = 4,9, (5) 4 S UK () = 0p UL ¥

Zapomoca H? znajdujemy réwnania sprzgzone

(37
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g = A7 pF (x)¥S
dx,
(38)
d q A‘I q
o T ks
dx, EF(x,)
Do réwnan (38) dotaczamy warunki brzegowe obliczone z warunkéw transwersalnosci
¥, (0)=0, Pr() =0 (39)

Warunki skoku zmiennych sprzezonych obliczamy z rownosci (18), ktoére mozna zapisaé
jako

+ Y om (U (1))
YO - ) =-) Yo —/——1= 40
OREA0 ;'()mmm (40)
Po wykorzystaniu (36) w (40) otrzymujemy
\Plz 0)- ‘P|] ()= az\Pz2 0) (41)
Y7 (0) - ¥ (4) =0
gdzie
a,=—k, ~dla (25) (42)
)
Rys. 2. Pret wspornikowy z punktowa ?lo ! L x
sita sprezysta 2 | E
Fig. 2. A contilever bar with the point
resilient force k

Aby przeprowadzi¢ badany proces optymalizacji, nalezy rozwiaza¢ uktady rownan (34)
i (38) z warunkami brzegowymi (35) i (39) oraz warunkami skokow (36) i (41). Wy-
stgpujace w rownaniach sterowanie podstawowe wyznaczamy z warunku optymalnosci
(12), w ktoérym wystgpuje suma hamiltonianow sktadowych.

5. Przyklad

W przyktadzie, ktory bgdzie numerycznie ilustrowat otrzymane wyniki, rozpatrujemy
optymalizacj¢ przy okresowym i quasi-okresowym sterowaniu drgan podhuznych prgta
wspornikowego podzielonego na dwa odcinki, na styku ktorych dziata¢ bedzie punktowa
sita sprezysta (patrz rys. 2).

Szukamy minimum funkcjonatu celu (32)

L
L .
J= j Fx)dx, =min =7, 43)
Lo
przy o = const. Wprowadzamy wielko$ci bezwymiarowe
z:ﬁ, a(z):@, 0<z<g, 8121—1 (44)
L F, L
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gdzie F jest dowolnym, niezaleznym od z przekrojem. Funkcjonat celu (43) zmienia si¢ w

€]

J'a(z)dz (44)

Lo

F,L

J=

Jak wykazano np. w [3], do rozwazan nalezy wprowadzi¢ w funkcjonale celu (43) warunek
normalizujacy, ktéry ma postac
€1
ja(z)dz —g, (45)
0

Funkcjonat celu jest wtedy nastepujacy
€]
J=LF, =L j Fydz
0

Stata F,, dobieramy tak, aby funkcjonat J byl minimalny. Warunek (45) staje si¢ wtedy
warunkiem izoperymetrycznym. Hamiltoniany sktadowe (13) po uwzglednieniu (34) przyj-
muja postac

A L x
H'(x,)=A4,¥,LF, +E—;’7U§‘Pl" —chozpFUlq‘I’z? +Aa(fj (40)
gdzie ¥, =const <0 oraz A’ jest stalym wspotczynnikiem Lagrange’a, ktory uwzglednia
istnienie warunku (45). We wzorze (46) wszystkie sktadniki maja wymiar [m’].

Po wprowadzeniu wielko$ci bezwymiarowych

Ul (z) U?
Y7 (z)=—=4, Yi(z)=—2% 47
1 (2) 7 2(2) EF, (47)
réwnania stanu (34) dla ¢ = 1,2 maja wtedy postaé
d A d
—Y'=—L1r/, —YVl=-0A4Y!, =1,2 48
! a(z)z PR ¢ A, q (48)
gdzie bezwymiarowa stata ¢ jest rowna
2 2
opL
- - 49
i (49)
Warunki brzegowe (35) sa rownowazne warunkom
Y'(0)=0, Y'(g)=0 (50)
natomiast warunki skoku (36) przy zatozeniu, ze
hll =0, h22 = 1‘71U11 (&) (51)
mozna przedstawi¢ w formie
Y2 (0)-Y/(g,)=0
T (0)-Y (&) (52)

Yzz(o) - Yzl (g)= kzyll (&)
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gdzie stata k, jest bezwymiarowa i wynosi

kL
T (53)
Wyrazenia (46) dzielimy przez FyL. Otrzymujemy bezwymiarowe hamiltoniany
A
Hi(z)=A4,%, + (") YoM —04,a(2)Y L% + Aa(z) (54)
a(z
Zmienne A% sa zmiennymi sprzezonymi okre§lonymi przez zmienne ¥, wzorami
1 E
M:ﬁ’ qu:?‘{’zq (55)

Za pomoca hamiltonianow (54) mozemy ze wzorow (16) wyznaczy¢ rownania, ktore mu-
sza spetnia¢ zmienne A% . Warunki brzegowe dla A, sa takie jak (39), natomiast warunki
skoku — zgodne z (41), (53) 1 (55) — maja formg

M (0)=hi(e) =—kyh;

(56)
25(0)=25(8) =0
Okazuje sig, ze rozpatrywany przyktad jest samosprzgzony. Mianowicie, podstawienie
S N SN (57)

gdzie « jest dowolna bezwymiarowa stala, sprowadza rownanie okreslajace zmienne sprze-
zone do rownan stanu (48), odpowiednie warunki brzegowe do warunkéw (5) oraz warunki
skoku (56) do warunkow (52). Tym samym hamiltoniany skltadowe (54) mozna wyrazié
wzorami

KAq
a(z)

Z warunku optymalnosci (12) okreslamy optymalne sterowanie a(z), czyli ekstremalny

HY(2)= AW, +—L[v2 [ + od,a(z)[re | + Aa(z) (58)

bezwymiarowy przekroj. W naszym przypadku warunek (12) ma nastgpujaca postaé

a 2
— » Hi(z)=0 (59)

Oa “=

q
Z tego wzoru otrzymujemy
C 1/2
a(z) = i (60)
L+9C(2)

gdzie stata A = A/x oraz
2 2
Cl (2) = A1(Y11) + Az(le)

61
C,(2) =4V} +4,(r2) ©)
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Ostatecznie, aby rozwigza¢ postawiony problem optymalizacji, nalezy rozwiaza¢ dwa
uktady rownan (48) z warunkami brzegowymi (50) oraz warunkami skoku (52), wyko-
rzystujac przekrdj (60) i warunek normalizacji (45). Problem mozna rozwigza¢ metoda
kolejnych przyblizen:

1. Jako zerowe przyblizenie przekroju przyjmujemy a,(z) =1. W tym przypadku warunek

normalizacji (45) spelniony jest automatycznie. Rozwiazujemy dwa uktady roéwnan (48)
o stalych wspoétczynnikach. Po spelnieniu warunkow brzegowych i skoku znajdujemy

stata @, i funkcje ¥7° zerowego przyblizenia.

2. Tak otrzymane wielkosci wstawiamy do (60) i otrzymujemy pierwsze przyblizenie
przekroju, w ktorym stala A, jest jeszcze nicokreslona

a,(z)= C—g (62)
1 Ao+ (Poclo

Przekroj (62) wstawiamy do warunku (45) i dobieramy A, tak, aby byt on spelniony.

3. Otrzymany zmienny przekr6j wstawiamy do réwnan (48), ktore maja zmienne wspot-
czynniki. Po rozwiazaniu dostajemy o, i funkcje Y'(z). Proces ten powtarzamy tak
dhugo, az A 1 ¢ ustala si¢ z zadang doktadnoscia.

6. Obliczenia numeryczne

Rozwazamy dwa przypadki optymalizacji przy roznych podziatach przedziatu [0, L] na
dwa podprzedziaty.
1) sterowanie okresowe przy zatozeniu

N=2, qg=12
1
Al =Al, =] :EL
1
Al = AZ = 1, g = E
2) sterowanie quasi-okresowe przy zalozeniu
N =2, q=12
Al =1 :EL, Al, :lL
4 4
1 3

A]:L AZZE, SIZZ

W obu przypadkach zaktadamy, ze stata sprezystosci &, = % .

W pierwszym przypadku réwnania stanu (48) w obu podprzedziatach sa takie same, w dru-
gim przypadku sa rozne, gdyz A, # 4,. Rozne stale 4, musimy réwniez uwzgledni¢
w funkcjach (61).
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. 3. Przebieg bezwymiarowego sterowania a(z) w przypadku sterowania: a) okresowego

1 b) quasi-okresowego

Fig. 3. Course of non-dimensional control a(z) for: a) periodical and b) quasi-periodical case
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Fig. 4. Dependence of the displacement Y; as a function of z for: a) a periodical control
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0.4

z

0.6

0.8

0.0

L

L

L

1.0 0.0

i b) quasi-okresowego

0.2

and b) a quasi-periodical control

0.4

0.6
4

0.8

1.0



94
Otrzymujemy nastgpujace wyniki dla parametréw A i ¢:

A=0,1568, ¢=4,298 dla pierwszego przypadku — sterowanie okresowe
oraz
A =0,2659, ¢=3,326 dla drugiego przypadku — sterowanie quasi-okresowe.

Wykresy bezwymiarowego sterowania a(z), zaleznosci przemieszczenia Y, oraz sity Y,
od z dla obu przypadkow przedstawiono na rys. 3-5.

7. Whnioski

W niniejszym artykule przebadano teoretycznie i numerycznie problem optymalizacji
drgan podtuznych prgta wspornikowego, w ktorego punkcie wewngtrznym zaczepiono
sprezyng o stalej sprezystosci k. Dolaczenie spr¢zyny powoduje w precie skok sity
podtuznej, ktdry w procesie optymalizacji traktowany jest jako ograniczenia punktowe [7].
Otrzymane wyniki wyznaczono metoda kolejnych przyblizen z zastosowaniem systemu

Mathematica. Przebiegi przemieszczen Y? isit Y)', g =12 zaprezentowano na rys. 41 5.

Wynika z nich, Zze przemieszczenie jest ciagle, natomiast sily zmieniaja si¢ skokowo
w punktach styku podprzedzialdéw. W obu przypadkach przebieg krzywych wyraznie r6zni
si¢ od przebiegu w przypadku optymalizacji bez okresowego sterowania. Chociaz w obu
podprzedziatach rownania stanu sg takie same, to zmiany przebiegu przemieszczen i sit
w tych podprzedziatach sg ilo§ciowo rézne, pomimo ze problem jest autonomiczny. Widaé
rowniez, ze warto$¢ skoku sity w sposob istotny zalezy od punktu przylozenia sity oraz od
tego, czy sterowanie jest okresowe, czy quasi-okresowe. Wszystkie widoczne zmiany maja
miejsce w podprzedziatach, w ktorych przebieg sterowania (w naszym przypadku przekroj
poprzeczny) jest taki sam. Z rysunku 3 wynika, ze przebieg sterowania, jego ksztatt i war-
tos¢ skoku bardzo mocno zaleza od punktu przylozenia dodatkowej sity, czyli od punktu
zaczepienia sprezyny.
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