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TECHNICZNE

WYDAWNICTWO POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ-

RAFAL PALEJ, RENATA FILIPOWSKA"

METODA STRZALOW W ZASTOSOWANIU
DO ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO
Z NADMIAROWA LICZBA WARUNKOW BRZEGOWYCH

APPLICATION OF THE SHOOTING METHOD
TO A BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH
AN EXCESSIVE NUMBER OF BOUNDARY CONDITIONS

Streszczenie

W artykule przedstawiono sposob zastosowania metody strzatéw do rozwiazywania nielinio-
wego zagadnienia brzegowego z nadmiarowa liczba warunkéw brzegowych. W tego typu
zagadnieniach metoda strzatbw wymaga wyznaczenia wielomiandéw interpolacyjnych, kto-
rych liczba ro$nie wyktadniczo wraz ze wzrostem liczby nadwyzkowych warunkéw brze-
gowych. Ogodlnie mozna stwierdzié, ze metoda strzatdéw zastosowana do zagadnienia brzego-
wego z nadmiarowa liczba warunkow brzegowych polega na sukcesywnym obnizaniu liczby
parametréw podlegajacych wyznaczeniu.

Stowa kluczowe: nieliniowe zagadnienie brzegowe, metoda strzatow
Abstract

The paper deals with the application of the shooting method to a nonlinear boundary value
problem with an excessive number of boundary conditions. The shooting method applied to
such a problem requires the establishing of interpolation polynomials, the number of which is
exponentially dependent on the number of excessive boundary conditions. In general, the
application of the shooting method to a nonlinear boundary value problem with an excessive
number of boundary conditions depends on successive lowering of the number of unknown
parameters.
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1. Wstep

Idea metody strzaléw polega na zastapieniu zagadnienia brzegowego zagadnieniem
poczatkowym (o nieznanym parametrze) i kilkakrotnym rozwiazaniu go w celu ustalenia
takiej wartosci tego parametru, dla ktorej rozwigzanie zagadnienia poczatkowego bedzie
odpowiada¢ rozwiazaniu zagadnienia brzegowego. Zagadnienie poczatkowe mozna roz-
wiazywa¢ w sposob iteracyjny, zblizajac si¢ do poszukiwanej wartoSci parametru za
pomoca rownan wariacyjnych opisujacych wrazliwos¢ rozwiazania na wartos¢ wprowadzo-
nego parametru [1]. Mozna tez ,,0strzela¢” pozadany wynik metoda prob i biedow, by
wyznaczy¢ poszukiwang warto$¢ wprowadzonego parametru po wczesniejszym wyznacze-
niu wielomianu interpolacyjnego, opierajac si¢ na uzyskanych wynikach [2, 3].

Metodg strzatldéw mozna stosowac zarowno do liniowych, jak i nieliniowych zagadnien
brzegowych. Z reguty liczba warunkéw brzegowych odpowiada rz¢dowi réwnania roz-
niczkowego. W artykule przedstawiono sposob zastosowania metody strzaldw do rozwia-
zania nieliniowego zagadnienia brzegowego w przypadku, gdy liczba warunkow brzego-
wych jest wigksza od rzedu rownania rozniczkowego.

2. Sformulowanie zagadnienia

Problem dotyczy zagadnienia punktu materialnego poruszajacego si¢ po gladkiej krzy-
wej w jednorodnym polu grawitacyjnym w prozni (rys. 1).

Rys. 1. Graficzna ilustracja zagadnienia
Fig. 1. A graphic illustration of the problem

Zagadnienie brzegowe sktada si¢ z nieliniowego rownania rézniczkowego opisujacego
zwiazek pomigdzy zarysem krzywej plaskiej a jej reakcja normalng oraz réoznymi zesta-
wami warunkow brzegowych. Rownanie rézniczkowe, o ktorym mowa, wyprowadza si¢
na podstawie drugiego prawa Newtona, zasady zachowania energii, wyrazenia opisujacego
promien krzywizny oraz zwiazku wynikajacego z geometrycznej interpretacji pochodne;j.

Reakcja normalna N (rys. 1) wystgpujaca podczas ruchu punktu materialnego po krzy-
wej o rownaniu y(x) zwiazana jest z zarysem tej krzywej i jej pochodnymi nastgpujacym
zwiazkiem [4]

N(x) =G ! y26 1t )

: +3"(x) (M)
{1+yorf? {1+
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Wprowadzajac wielkosci bezwymiarowe, rownanie to przyjmie postaé
1 +M, — "
V()= Fr2 M ZVE) @
tevert  (vwer):

gdzie:

N . .
V= T bezwymiarowa reakcja normalna,

h . .
n= i bezwymiarowa wysoko$¢ punktu B,

hq : o

Ny = 7" bezwymiarowa wysoko$¢ punktu 4 nad punktem B,
&= % — bezwymiarowa wspotrzedna niezalezna,
Y= % — bezwymiarowa wspotrzedna zalezna.

Eliminujac z réwnania (2) w"(§), otrzymamy nieliniowe réwnanie rdzniczkowe ze

wzgledu na poszukiwany zarys krzywej w(§)

3
VO IVEPE -[vETF -1
2+, v (©)]
W réwnaniu tym reakcja normalna v(§) nie ma sprecyzowanego zapisu. Jej postaé

v'(©) @)

zwiazana jest z liczba warunkow brzegowych, jakie mozna sformutowaé dla omawianego
zagadnienia. Ponizej przedstawione zostana rézne warianty zagadnienia brzegowego, po-
czawszy od klasycznego — zawierajacego dwa warunki brzegowe, a skoficzywszy na
zagadnieniu zawierajacym pi¢¢ warunkow brzegowych. Kazdy z omawianych wariantow
bedzie rozwigzany metoda strzalow.

3. Zagadnienie brzegowe z dwoma warunkami brzegowymi

Aby poszukiwane rozwigzanie roéwnania (3) przechodzito przez punkty B i C, musza
by¢ spelnione nastgpujace warunki brzegowe

{\V(O) =0
v =n
Mamy zatem do czynienia z klasycznym zagadnieniem brzegowym, w ktorym liczba

warunkow brzegowych odpowiada rzgdowi réwnania rézniczkowego. Zagadnienie to da si¢
rozwiaza¢ przy zalozeniu, ze funkcja v(£) ma zadana postaé. W metodzie strzatéw zaste-

“)

pujemy zestaw warunkow brzegowych (4) zestawem warunkoéw poczatkowych w postaci

w(0)=0
%«m=p ©

gdzie p jest nieznanym parametrem.
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Rozwiazujac kilkakrotnie zagadnienie poczatkowe dla takich wartosci p;, by roz-
wigzanie na prawym brzegu w,;(1)=PF przyjmowato wartosci bliskie P=m, mozna
sporzadzi¢ wielomian interpolacyjny P(p), opierajac si¢ na uzyskanych wynikach. Roz-
wiazujac odwrotne zagadnienie interpolacji, polegajace na znalezieniu pierwiastka row-
nania P(p)= P, mozna wyznaczy¢ poszukiwana warto$¢ p°, dla ktorej (1) =1.

Przyjgcie v(§) = const oznacza, ze poszukiwana krzywa cechowac¢ si¢ bedzie stala
reakcja normalna podczas ruchu punktu materialnego. Dla danych liczbowych: n =
= 0,517677569826, 1o = 0,114298857 i v(&) = 1,2 poszukiwana warto§¢ p wynosi

0,3057204. Wykres rozwiazania zagadnienia brzegowego oraz reakcji normalnej zamiesz-
€zono narys. 2.

U v

n S/ 2+

Rys. 2. Wykres rozwiazania zagadnienia brzegowego i reakcji normalnej
Fig. 2. The solution of boundary value problem and the normal reaction force

4. Zagadnienie brzegowe z trzema warunkami brzegowymi

Aby rozwiazanie rownania (3) przechodzito przez punkty B i C, a dodatkowo styczna
do wykresu byta nachylona do osi & w punkcie C pod katem o, musza by¢ spehione
nastgpujace warunki brzegowe

y(0)=0
v'(0)=tga (6)
y()=n

Mamy teraz do czynienia z zagadnieniem brzegowym, w ktorym liczba warunkow
brzegowych jest o 1 wigksza od rzedu réwnania roézniczkowego. Zagadnienie to da si¢
rozwiagza¢ w przypadku, gdy funkcja v(€) jest okreslona z doktadno$cia do jednego para-
metru oznaczonego podobnie jak poprzednio symbolem p. W metodzie strzalow mozna
wykorzysta¢ dwa pierwsze warunki brzegowe (6) — formutujace zagadnienie poczatkowe
i rozwigza¢ kilkakrotnie rownanie (3) dla takich wartosci p;, by rozwiagzanie na prawym
brzegu w,(1)=F przyjmowalo wartosci bliskie P =m. Na podstawie uzyskanych
wynikéw mozna, podobnie jak poprzednio, sporzadzi¢ wielomian interpolacyjny P(p).
Rozwiazanie rownania P(p)=P wyznacza poszukiwana warto$¢ p’. Sposob wyzna-
czania warto$ci parametru p przedstawia ponizszy schemat obliczeniowy.
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Rys. 3. Sposdb wyznaczania warto$ci parametru p
Fig. 3. A block diagram presenting the way of computing parameter p

Przyjecie v(§) =1,5— p& oznacza, ze poszukiwana krzywa cechowac si¢ bedzie linio-
wo-zmienna reakcja normalna toru podczas ruchu punktu materialnego. Dla danych liczbo-
wych: 1 i 1 takich samych jak w punkcie 3 oraz o = 10,5° poszukiwana wartos¢ p°

wynosi 0,22012874. Wykres rozwiazania zagadnienia brzegowego oraz reakcji normalne;j
zamieszczony jest narys. 4.

v \Y
n-+ 2 &

Rys. 4. Wykres rozwiazania zagadnienia brzegowego i reakcji normalne;j
Fig. 4. The solution of boundary value problem and the normal reaction force

5. Zagadnienie brzegowe z czterema warunkami brzegowymi

Aby rozwiazanie rownania (3) przechodzito przez punkty B i C, a dodatkowo styczna
do wykresu byta nachylona do osi & w punktach C i B odpowiednio pod katem o i 3, musza
by¢ spelnione nastgpujace warunki brzegowe

w(0)=0
v'(0)=tga
v()=n
vi(h)=tgp
Mamy zatem do czynienia z zagadnieniem brzegowym, w ktérym liczba warunkow

brzegowych jest o 2 wigksza od rz¢du réwnania rézniczkowego. Zagadnienie to mozna
rozwiaza¢ w przypadku, gdy funkcja v(§) jest okreSlona z doktadno$cia do dwoch para-

(N

metrow: p i g. W metodzie strzatdw mozna wykorzysta¢ dwa pierwsze warunki brzegowe
(7), ktore tworza wraz z rownaniem (3) nieliniowe zagadnienie poczatkowe. Problem
sprowadza si¢ do wyznaczenia takich wartosci p i ¢ , dla ktorych rozwigzanie réwnania (3)
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spelnia¢ bedzie pozostate warunki brzegowe (7). Rozwiazujac wielokrotnie zagadnienie
poczatkowe dla takich wartosci parametrow p = p, i ¢ =q;, by rozwiazanie na prawym

brzegu y,(1)=F,

) przyjmowalo wartosci bliskie P =mn oraz y}(1)=0, przyjmowato

warto$ci bliskie é = tgB, mozna sporzadzi¢ wielomiany interpolacyjne, np. P,(p). Roz-
wigzania rownan P (p)= P wyznaczaja wartosci p ;= p; zapewniajace spetnienie trze-
ciego warunku brzegowego dla kazdej wartosci g Rozwiazujac z kolei réwnanie
0 (q)= Q, gdzie gwiazdka oznacza, ze parametr p jest juz odpowiednio dobrany dla posz-
czegblnych wartosci g;, otrzymamy poszukiwana warto$¢ g". Rozwiazujac na koniec
rownanie P’(p)= P, gdzie gwiazdka oznacza, ze warto$¢ parametru g jest juz wyzna-

. rr * r 3 ro* r
czona, otrzymamy poszukiwang warto$¢ p . Sposodb wyznaczania wartosci obu parametrow
przedstawia schemat obliczeniowy zamieszczony na rys. 5.

p:pi }),'f
BN
q9=q, 0,

I

P
0

I

Rys. 5. SposOb wyznaczania warto$ci parametrow: p i ¢
Fig. 5. A block diagram presenting the way of computing parameters: p and ¢

Rys. 6. Wykres rozwiazania zagadnienia brzegowego i reakcji normalnej
Fig. 6. The solution of boundary value problem and the normal reaction force
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Przyjgcie v(€) = p—q& oznacza, ze poszukiwana krzywa cechowac sig bgdzie liniowo-
-zmienng reakcja normalng podczas ruchu punktu materialnego. Dla danych liczbowych:
M, Mo i o, takich samych jak w punkcie 4 oraz f = 35°, poszukiwane wartoéci p i ¢
wynosza odpowiednio 1,8914733 i 1,2006304. Wykres rozwiazania zagadnienia brzego-
wego oraz reakcji normalnej zamieszczono na rys. 6.

6. Zagadnienie brzegowe z pigcioma warunkami brzegowymi

W poprzednim punkcie na rozwigzanie réwnania rézniczkowego (3) natozone byty
cztery geometryczne warunki brzegowe narzucajace warto$ci poszukiwanej funkcji i jej
pochodnej na obu koncach przedziatu. Poszukujac rozwiazan tak sformutowanego za-
gadnienia brzegowego dla v(§) = p—q&',i=2,3,..., mozna zauwazy¢, ze Wraz ze Wzro-
stem wyktadnika i maleje warto$¢ reakcji normalnej na prawym koncu przedziatu. Dlai =8
reakcja normalna przyjmuje warto$¢ ujemna w tym punkcie, co oznacza, ze w przypadku
wigzow jednostronnych poruszajacy sig punkt straci kontakt z podtozem. Aby nie dopuscié
do tego, nalezatoby doda¢ piaty, fizyczny warunek brzegowy, odnoszacy si¢ do wartosci
reakcji normalnej na prawym koncu przedzialu. Aby zatem rozwigzanie rownania (3) prze-
chodzito przez punkty B i C, a dodatkowo styczna do wykresu byta nachylona do osi §
w punktach C i B odpowiednio pod katem o i  oraz by reakcja normalna przyjmowata
warto$ci dodatnie, musza by¢ spelnione nast¢pujace warunki brzegowe

y(0)=0

v'(0) = tga

y()=n 3
v'(l) = tgh

v()=0

Mamy tym razem do czynienia z zagadnieniem brzegowym, w ktérym liczba warunkow
brzegowych jest o 3 wigksza od rz¢du réwnania rézniczkowego. Zagadnienie to mozna
rozwigza¢ w przypadku, gdy funkcja v(§) bedzie okreslona z dokladnoscia do trzech
parametrow: p, g i . Podobnie jak poprzednio, mozna wykorzysta¢ dwa pierwsze warunki
brzegowe (8), ktore tworza wraz z rownaniem (3) nieliniowe zagadnienie poczatkowe.
Problem sprowadza si¢ do wyznaczenia takich wartosci p*, ¢" i 7, dla ktérych rozwiazanie
réownania (3) spetnia¢ bedzie pozostate warunki brzegowe (8).

Rozwiazujac wielokrotnie zagadnienie poczatkowe dla takich wartosci parametrow
P=Di,9=q;ir=r, by rozwigzanie na prawym brzegu v, (1)=F, przyjmowalo

wartosci bliskie P =, v (1) =0, — wartosci bliskie 0= tgp oraz v, (I)=R, — war-

tosci bliskie R =0, mozna sporzadzi¢ odpowiednie wielomiany interpolacyjne, stuzace do
wyznaczenia poszukiwanych parametréw. Budowanie wielomianéw mozna rozpocza¢ np.
od P, (p) okreslajacych zalezno$¢ w (1) dla ustalonych j i k. Rozwiazania réwnan

P, (p) =P wyznaczaja wartosci p = p:.k zapewniajace spelnienie trzeciego warunku
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brzegowego dla kazdej pary ¢; i .. Rozwiazujac z kolei réwnania QZ(q)zé, gdzie

gwiazdka oznacza, ze parametr p jest juz odpowiednio dobrany, otrzymamy wartosci g,
zapewniajace speitnienie czwartego warunku brzegowego dla poszczegolnych wartosci 7.

Rys. 7. Sposodb wyznaczania warto$ci parametrow: p, g i warunek
Fig. 7. A block diagram presenting the way of computing parameters: p, ¢ and r

Rozwiazujac nastepnie rownanie R (r)=R, gdzie gwiazdka oznacza, ze warto$¢ para-
metréw p 1 ¢ sa tak wyznaczone, by spelniony byt trzeci i czwarty warunek brzegowy,
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otrzymamy poszuklwanq warto$¢ 7 gwarantujaca spetnienie piatego warunku. Po okresle-
niu wartosci 7 nalezy wyznaczy¢ nastepne wielomiany stuzace do wyznaczenia wartosci
kolejnego parametru. Moga to by¢ wielomiany P/ (p), gdzie gwiazdka oznacza fakt dys-

. , e . , . * . . ’ , * D
ponowania wskazanq wczesnie] wartoscia parametru 7 . Rozw1qzan1a rownan P/ ( p) =P

wyznaczaja wartosci p; = p; zapewniajace spetnienie trzeciego warunku brzegowego dla
kazdej wartosci g; 1 wyznaczonej warto$ci r

Rozwiazujac z kolei rownanie Q’(¢) =0, gdzie gwiazdka oznacza, ze warto$ci pozo-
statych parametréw gwarantuja spetnienie trzeciego i piatego warunku, otrzymamy poszu-
kiwana warto$¢ ¢". Aby okresli¢ warto$¢ p’, nalezy wyznaczyé wielomian P'(p), gdzie
gwiazdka oznacza tym razem znajomo$¢ pozostatych wartosci parametrow. Rozwiazujac
na koniec rownanie P"(p)= P, otrzymamy poszukiwana warto$¢ p . Sposob wyznaczania
warto$ci wszystkich parametréw przedstawia schemat obliczeniowy zamieszczony na
rys. 7.

Przyjecie v(£)=p—q&’ —r&® oznacza, ze poszukiwana krzywa cechowaé¢ bedzie
wielomianowy charakter zmiennoéci reakcji normalnej podczas ruchu punktu materialnego.

Dla danych liczbowych: n, ng, a 1 B, takich samych jak w punkcie 5, poszukiwane wartosci
p,q ir wynosza odpowiednio 1,4892062588, 0,9003537183 i 0,5888525372. Wykres
rozwiazania zagadnienia brzegowego oraz reakcji normalnej zamieszczono na rys. 8.

N4 \Y
n—- 24+

Rys. 8. Wykres rozwiazania zagadnienia brzegowego i reakcji normalnej
Fig. 8. The solution of boundary value problem and the normal reaction force

7. Wnioski koncowe

Sposob zastosowania metody strzalow w przypadku nadwyzki jednego warunku brze-
gowego jest taki sam jak w przypadku klasycznym. Nadwyzka dwoch warunkéw brzego-
wych wymaga wyznaczenia wielu wielomianéw interpolacyjnych pozwalajacych na wy-
liczenie posrednich warto$ci jednego z parametrow, by — w konsekwencji — wyznaczy¢ po-
szukiwane warto$ci obu parametrow. Problem komplikuje si¢ w przypadku, gdy liczba
nadwyzkowych warunkéw brzegowych jest wigksza od dwodch. Liczbe niezbednych wie-
lomianéw mozna wyznaczy¢ ze wzoru rekurencyjnego
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gdzie i oznacza liczb¢ nadwyzkowych warunkéw brzegowych, a m liczbg punktow
wyznaczajacych wielomiany interpolacyjne. Jak widaé, liczba wielomianéw interpola-
cyjnych rosnie w sposob wyktadniczy wraz ze wzrostem liczby nadwyzkowych warunkow
brzegowych. Przyjmujac m = 5, liczba wielomianéw dla i = 1, 2, 3 wynosi odpowiednio:
1, 7, 38, a liczba niezbednych do rozwiazania zagadnien poczatkowych wynosi odpowied-
nio: 5, 35, 190. W przypadku nadwyzki czterech warunkow brzegowych nalezatoby wy-
znaczy¢ 194 wielomiany, po wezesniejszym rozwiazaniu 970 zagadnien poczatkowych.

Omoéwiony w artykule przypadek nadwyzki trzech warunkéw brzegowych ma znacze-
nie praktyczne. Rozpatrujac profil najazdu skoczni narciarskiej pomigdzy czgscia startowa
i progiem, mozna wyznaczy¢ zarys spelniajacy narzucone warunki geometryczne, dla
ktorego reakcja normalna toru bedzie przyjmowala najmniejsza mozliwa warto$¢ w bez-
posrednim sasiedztwie z progiem. Wartosci liczbowe m i 1 zostaly wyliczone dla Wielkiej
Krokwi, dla ktérej w wyniku modyfikacji profilu najazdu sita bezwladnosci dziatajaca na
skoczka moze zosta¢ obnizona o ponad 26% w stosunku do profilu istniejacego.
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