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Streszczenie

W niniejszym artykule przedstawiono metothezpéredna rozwiazywania duaych uktadéw

réwnai liniowych algebraicznych z macierzami rzadkimi symetrycznymi, ktére pawstaja-
stosowaniem metody elementéw s&ponych do zadamechaniki konstrukcji. W przeciwistwie

do znanych implementacji metody wielofrontalnej, podana metoda bazuje na agregacji podstruktur,
na ktére zostata podzielona konstrukcja — na podstawie algorytmwdkoveania, z jednoczegn
eliminacp catkowicie zagregowanych rowimaTym sposobem faktoryzacjaodtowej macie-

rzy rzadkiej o daym rozmiarze doprowadzona zostaje do faktoryzacji sekweegtych macierzy

0 stosunkowo niewielkim wymiarze. W artykule skoncentrowanp pizede wszystkim na
osiagnieciu wysokiej wydajnéci na wielordzeniowych komputerach PC

Stowa kluczowemacierz rzadkawielowgtkowai¢, wektoryzowanie obliczefaktoryzacja
Abstract

The direct method for solution of the large linear algebraic equation sets with sparse symmetrical
matrices, which arise during application of the finite element method to the problems of structural
mechanics, is presented. Proposed approach differs from well-known realizations of the
multifrontal method because it is based on the assembling of substructures on which the whole
structure is divided by means of application of reordering algorithm, with simultaneous elimination
of the fully assembled equations. Thus the factorization of the source large sparse matrix is reduced
to factorization of the series of dense matrices with respectively small dimension. The main
attention in this article is paid to achievement of high performance on multi-core desktop
computers.
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1. Wstep

Obecnie rozmiar modeli obliczeniowych metody elementéwhckmnych do zada
mechaniki konstrukcji osga 2—4 min réwn@ przy czym wgksza¢ projektantow pre-
feruje rozwiazywanie tych zadana komputerach PC.

Wspoitczesny komputer PC przexage ma dwu- lub czterordzeniowy procesor, ktérego
rdzenie (dalej &dziemy je nazywé procesorami) dzielwspolry pamié¢ gtowm. Stabym
punktem takiej budowy jest niska przepustéévanagistrali, ktéra musi jednocaee ob-
stwzy¢ kilka procesorow. Z tego gavynika, ze na komputerach wielordzeniowych przy
zréwnolegleniu istotnie magby¢ przyspieszone tylko pewne typy algorytméw. Zwykle
sa to algorytmy poziomu 3 BLASHasis Linear Algebra Subroutines

Druga charakterystyczn cecta komputeréw PC jest stosunkowo niewielka ebd¢
pamkci gtdwnej. Wymaga to od oprogramowania MES raczej eshrezo jej uytko-
wania. W pierwszej kolejrsoi dotyczy to metod przeznaczonych do ragyivania ukia-
doéw réwna MES. Przy braku wymaganej pojendnbpamkci wykonuje s¢ zrzut infor-
macji na dysk, poniewaw wypadku metody frontalnej [7] i wielofrontalnej [2] macierz
frontalna o najwikszym rozmiarze powinna bymieszczona w pagti gtdwnej. Dlatego
tez w kontekicie zada z macierzami symetrycznymi bardzo ama jest zastosowanie
symetrycznego sposobu przechowywania danych.

Wysoky wydajna¢ osiaga si najczsciej dziki uzyciu bibliotek BLAS, Intel Math
Kernal Library (Intel MKL), IMSL i innych. Jednak w tych bibliotekach obliczenie do-
petnienia Schura — nawet dla macierzy symetrycznych — wymagaloby jego przechowy-
wania w postaci ogélnej, co ygialoby si z umieszczenien\? elementéw. Odbywa i
to w celu osigniccia maksymalnej wydajrioi. Jednym z zadaniniejszego artykutu jest
utworzenie takiego algorytmu obliczania dopetnienia Schura, ktéry — z jednej strony —
bedzie korzystat z symetrycznego schematu przechowywaniadiid potrzebowat
N:(N + 1)/2~ N¥2 elementéw macierzy, a z drugiej — pozwalat na obliczenia na wysokim
poziomie wydajnéci. Dotyczy to faktoryzacji macierzyegte].

W celu realizacji powiszych zada opracowano wilasne procedury wysokiej wy-
dajnaici dla symetrycznego schematu przechowywania macierzy.

2. Blokowa wielofrontalna metoda podstruktur

Najpopularniejsz i najczsciej wywan metody, rozwiazywania daych uktadow réw-
nan liniowych algebraicznych z macierzami rzadkimi w oprogramowaniu MES jest metoda
wielofrontalna [8]. Klasyczna metoda wielofrontalna to metoda algebraiczna. Oznacza to,
ze w tym wypadku informagj zrédtowa stanowi zagregowana macierz uktadu réfvna
liniowych algebraicznych, umieszczona w formacie skompresowanym.
W niniejszym artykule przedstawiono blok@wnetod wielofrontalry podstruktur,
sk%ada;;ca sig z nasgpujacych etapéw:
uporzdkowanie numerdéw wztow modelu obliczeniowego — informacjrédiows jest
graf przylegtdci weztéw, a celem takiego upamdkowania jest zmniejszenie liczby
elementéw niezerowych macierzy, powstgch na pozycjach elementéw zerowych
przy faktoryzacji. Takie elementy nazwiemy zapetnieniami;
— cala konstrukcja jest podzielona na oddzielne elementiicgkoe. Zaczynamy zatem
zbier& t¢ konstrukcg tak, zeby zabezpieczy kolejnai¢ eliminacji weztéw, podan
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przez algorytm uporglkowania. Eliminowanie wzfa oznaczaze wszystkie réwnania
skojarzone z tym wztem zostan wyeliminowane;
— proces faktoryzacji przedstawiamy jako procedirok po kroku”, w ktérej na kadym

kroku tedzie dokonywana agregacja kolejnych podstruktur stworzonych w poprzed-

nich krokach tego procesu, tak by wszystkiezlw przeznaczone do wyeliminowania

na kroku podanym byly catkowicie zone. Catkowicie zteonymi kedziemy nazy-

wa¢é takie wezly, dla ktérych wspotczynniki rownianie ulegaj zmianie przy dodawa-
niu dowolnej z pozostatych podstruktur. Takie rownaniazmaonatychmiast wyelimi-
nowa, nie czekajc na zakaczenie procesu agregacji. Abyexet byt calkowicie

zlozony, wystarczy pakczy¢ wszystkie elementy skoezone i podstruktury, ktére go
zawieraj.

Dla piyty kwadratowej z siatk2 x 2 (rys. 1a)) podano etapy faktoryzacji dla ko-
lejnosci eliminowania wztéw 1, 3, 7, 9, 2, 6, 8, 4, 5. W pierwszej kolgjciacozdzielamy
cal konstrukcg na oddzielne elementy skezone (rys. 1b)). W&ty 1, 3, 7, 9 eliminujemy
odpowiednio na poziomie kdego z elementéw skozonych 1, 2, 3, 4, poniewas to
wezly catkowicie ziaone. Dla elementu skozonego nr 1 macierz sztywsod ma postéa

5 4 2 1

K. = A Az 4 @)
N
Az Az A 2

A41 A42 A43 A 44, 1

Numery wezidbw wchodacych w sklad tego elementu skzonego ustawioneas
Z gory. Kady wezet zawiera kilka réwng przy czym ich liczba zaky od typu modelu
obliczeniowego. Przyktadowo, dla modelu przestrzennego, ktéry sklada metowych
i powlokowych elementéw skozonych, w kadym wezle jest 6 rowna (3 réwnania dla
stopni swobody translacyjnych i 3 — dla rotacyjnychli jea ten vezet nie zostaly na-
lozone wizy. Elementami macierzyyswiec bloki o rozmiarze 6 x 6. Wewfrz macierzy
uzywamy numeracji eigtej — lokalnej. Dla zwizku z numerami rowrfiamacierzy rzadkiej
(globalnej) musimy zachowatablicz indeks6w tworzos na podstawie numeroweatdw
oznaczonych jak waej (zob. (1)).

Wezly umieszczamy w kolejroi odwrotnej do podanej przez algorytm upgiz
kowania: 5, 4, 2, 1. Wtedy bloki dla rowhavezta catkowicie ztéonego tworz pasmo
w dolnej czsci macierzy. Ze wzghu na symets przechowujemy w pargti tylko dolny
trojkat macierzyK ;.

Wykonujemy czsciowa faktoryzacg macierzy blokoweK
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Przedstawiamy faktoryzagchlokowa w nasgpujacy sposob
1. D=LOgO" - L} ¢
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Rys. 1. Etapydczenia podstruktur przy faktoryzacji macierzy blokow
wielofrontallm metod, podstruktur
Fig. 1. Stages of substructure assembling for matrix factoring by means of block
multifrontal substructure method

Wzory (3) wynikaj z (2) przy mnaeniu odpowiednich macierzy klatkowych. Naj-
pierw sfaktoryzujemy dolny diagonalny bldk i otrzymamy dola tréjkatna macierzL
i przelatne znakow s (punkt 1 w (3)). Przedtna znakow jest maciefaliagonala, ktorej
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przelgtna sktada siz 1 lub —1. Pozwala to uogoéniaktoryzacje Choleskiego na macierze
ujemnie okrélone.

Dalej znajdziemy klatk W' (punkt 2 z (3)), musimy zatem rozwi: uktad rowna
liniowych algebraicznych z macierdolra tréjkatna L i wykona diagonalne skalowa-
nie. Natomiast najbardziej pracochtanprocedus jest obliczanie dopetnienia Schura
(punkt 3 z (3)).

Po zakaczeniu faktoryzacji agciowej klatki W, L 1 czesciami macierzy sfaktoryzo-

wanej globalnej. Te dane umieszczamy w buforze ganBl, ktéry przy wypetnieniu
zostanie zapisany na dysku. Klata(niezakaczony front) lgdzie potrzebna przy kolej-
nych krokach faktoryzacji — przechowujemyw drugim buforze B2, przy czym dla du-
zych zada, kiedy kedzie brakowa miejsca w pamci gtéwnej, ten bufor rowniezostanie
zapisany na dysk.

Umieszczenie catkowicie zagregowanych rowma dolnej czséci macierzy wyklucza
wolna procedug przesungcia blokéw macierzy tworgych niezakaczony front. Jest to
istotne przy podnoszeniu wydajod algorytmu faktoryzacji. Usuwanie z macierzystych
(dalej kzdziemy je nazywéa macierzami frontalnymi) catkowicie zagregowanych réfivna
ogranicza ich wzrost [3-5].

Po faktoryzacji macierzy elementow skaonych 1-4 wzly 1, 3, 7, 9 zostanwy-
eliminowane. Otaczamy teeazty kotem, a nagpnie przekrélamy (rys. 1b)). W dalszej
kolejnasci trzeba wyeliminowa wezet 2. W tym celudczymy podstruktury z poprzednich
krokow eliminacji, ktére zawieraly ten emel. S to elementy skiczone 1, 2 po wy-
eliminowaniu weztéw — odpowiednio — 1, 3 (rys. 1c))aézenie podstruktur odpowiada
agregowaniu nowej macierzy frontalnej z niezakamnych frontéw tych podstruktur.
Znow otrzymamy gsts macierz, w ktdrej ag¢ réwnar bedzie catkowicie zagregowana,
a pozostata @&¢ bedzie tworzy niezakaczony front. Do macierzy tej stosujemy przed-
stawion, powyzej procedug czesciowe] blokowej faktoryzacji i przesytamy klathiv, L
do buforu B1, a w buforze B2 powstaje wtedy niezakony front, ktéry sktada siz wez-
tow 5, 4, 6.

W celu eliminacji vzta 6 hczymy poprzedni podstruktug z podstruktug elementu 4
(rys. 1d)), otrzymujemy zatem kolejrggsta macierz i stosujemy blokawfaktoryzacg.
Nastpnie hczymy ostatni podstruktue z podstruktug elementu 3 (rys. 1e)). Tu wszyst-
kie pozostate wzly sa catkowicie ziaone, stosujemy zatem blokgwfaktoryzacg tej
macierzy.

W trakcie niektérych krokow agregacji okazuje,sie po hczeniu podstruktur z po-
przednich krokéw powstaje kilka catkowicie zémych weztéw. W naszym przyktadzie
taka sytuacg mazna zobacz§ na rys. le): wezty 5, 4, 8 § gotowe do eliminacji. Na takich
krokach zwgkszamy rozmiar bloku catkowicie zagregowanych rofvhaamiast 3 sek-
wencyjnych krokéw eliminacji rownaweziow 8, dalej 4, i w kdcu 5 o rozmiarze blo-
kéw 6, wykonujemy jeden krok eliminacji o rozmiarze bloku 3 - 6 = 18.

Podziat macierzy gptej na bloki jest kluczowym momentem giszania wydajn<ci
procedury faktoryzacji [1, 5, 6]. Im wkszy jest rozmiar bloki catkowicie zagrego-
wanych rownga, tym wieksza wydajn@d¢ mazna osignaé. Eksperymenty numeryczne
pokazuj, ze wydajnd¢ rosnie do granicyM = 80. Dlatego na krokach, ktére dopuszezaj
zwiekszenie rozmiaru bloku wskutefckenia grupy catkowicie zlmnych weztow, zawsze
zwigkszamy te bloki pod warunkieme M < 80.
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Jesli kazda z podstruktur przedstawiesivierzchotkami grafu, a relacje pogdizy nimi —
krawedziami, to powstaje drzewo agregacji podstruktur (rys. 2). Jako relacje rozumiemy
tutaj sekwencje agregacji podstruktur peday krokami.

7 T
( 7,8,9 )

~— _

6 (3

/\\ e \v,//

17 \ \vZXA\\ L
( 1 ) / 2 \ R_ys. 2. Drzewo_agregac_:jl-e!lmlnacu podstruktur
\. ) & ) Fig. 2. Assembling-elimination tree

W dalszej kolejnéci przyjmiemy,ze kazda podstruktura bimcego kroku razem z od-
powiednia maciera gesta, lista indeksow globalnych i ligt podstrukturs poprzednich
krokéw, ktdre tworz podstruktug kroku biezacego, reprezentuje obiekt klasy C++ typu
front. Tym samym drzewo agregacji-eliminacji podstruktwdziemy nazywéa drze-
wem frontalnym. Drzewo frontalne przypomina drzewo eliminacji klasycznej metody
wielofrontalnej [2], jednak traktuje sje zupetnie inacze;.

W celu zmniejszenia ofosci pamici gtownej, potrzebnej do przechowywania nie-
zakaczonych frontéw, wprowadzamy ponowne numerowanie frontéw. Nowe numery na
rys. 2 zapisano kursyw Ostatni front powstaje przywdzeniu frontdw sekwencyjnych
7, 8, 9, staacych do eliminowania gztéw — odpowiednio — 8, 4, 5. Szczegébtowe infor-
macje na ten temat naa znalé¢ w pracach [3-5]. Nagpnie skoncentrujemy sina opra-
cowaniu metody obliczenia dopetienia Schura (punkt 3 (3)) ptehkzréwnoleglenia
na podstawie wielogtkowaosci, wektoryzowania oblicze blokowania na poziomie rejes-
trow wektorowych i pakowania danych w celu zmniejszenia liczbgidw przy odczycie
danych z pamti podrcznej kadego procesora.

3. Faktoryzacja macierzy frontalnej

Podstawy matematyczne edziowej faktoryzacji macierzy frontalnej przedstawiono
za pomog wzorow (1)—(3).

Przy symetrycznym sposobie przechowywania dolny 4téfkacierzy frontalnej jest
umieszczony w pareti gldwnej kolumna po kolumnie, przy czym catkowicie zagrego-
wana cz$¢ macierzy — blokiw', D — znajduje si w dolnej czsci. Przemieszczamy te
bloki do buforu B1 (rys. 3) i wykonujemy kroki 1, 2 faktoryzacji blokowej (3).
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Faktoryzacja blokowwW', D odbywa st w adresach pamtgi bufora B1. Nasp-
nie pakujemy macieraV tak, zeby zminimalizowa liczbe bledéw przy odczycie panati
podrcznej ze wzgldu na uycie 128-bitowych XMM rejestrow. Wspéiczesne kom-
putery PC na platformie ia32 majdostp do 8 XMM rejestrow, a na platformie
Intel 64 — do 16. Kady XMM rejestr jest w stanie, w ramach jednego cyklu procesora,
wykona® 2 mnaenia lub 2 dodawania dla liczb tymglouble z ktérych kada zajmuje
64 bity. Na tym polega wektoryzowanie obliaze

w' D

v

Rys. 3. Struktura macierzy frontalnej

: . w’ D
Fig. 3. Structure of frontal matrix

W celu zwkkszenia wydajnéci algorytmu na poziomie ,pard podrczna—rejestry
procesora” zastosujemy schemat blokowania XMM rejestrow,[8]m, (rys. 5). Dla plat-
formy ia32n, = 2,m = 4, a dla platformy Intel 64 R, = m, = 4.

Algorytm obliczenia dopetnienia Schura przedstawiono na rys. 4. Zréwnoleglenie wy-
konujemy na podstawie OpenMP. Aby zigzy¢ skalowalné¢ (zdolngé do przyspie-
szenia przy zwekszeniu liczby procesoréw), zréwnoleglenie wprowadzimy réwrde
etapu 2 wzoru (3). Jedynczscia sekwencyja przy faktoryzacji macierzy frontalnej
pozostaje obliczenie bloku diagonalndggetap 1 wzoru (3)).

// Pack W
# pragma omp parallel for private(ib, jb) scheduler(dynamic)
for(jb=0; jb< Nb; jb++)
{
// Pack W,
for(ib = jb;ib < Nb;ib++)
{
éib,jb = Eib,/‘b _WthfTb
¥

!

Rys. 4. Algorytm obliczenia dopetnienia Schura
Fig. 4. Schur complement evaluation algorithm
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W tym wypadku\/Avab =lg [QVVJ-b)T. Podziat na bloki dla macierzyv, W™, C podano

na rys. 5. RozmiaM istotnie wptywa na wydajnié algorytmu i zaley od tego, ile cal-
kowicie ztazonych weztéw udato st potaczy¢ na danym kroku faktoryzacji.

c ", W
i -
s nr
£ \ —» jb
N i=nll
- ib | A~
‘ <—b> w’
N M
< » < >

Rys. 5. Podziat macierzyV, W', C na bloki. Linie grube — blokowanie pagoi podrcznej,
linie cienkie — blokowanie rejestromg x n,
Fig. 5. Subdivision of matrice¥V, w',c by blocks. The heavy line — cache blocking,
thin lines — register’s blockingy x n,

Rozmiar |, jest wyznaczono z warunku, wedtug ktérego w pampodrecznej L1
powinny st znajdowa trzy bloki: blokm, x M macierzyVVib, blok I, x M macierzy\/AVjTb
L1I-m M

M +

i blok m x I, macierzy Cy, j,. Z tego wynika: I, = , gdzie L1 to obgtos¢

pamkci podrcznejLl.
Pakowanie danych dla odpowiednich blokéw [6] przedstawiono na rys. 6.

. nr
n, & S
1 ! —— e d
o = == S
— —_ [ ]
|b M Ib
W, wr
Cibjjo ib jb

Rys. 6. Pakowanie danych dla blokow macier/}IyWT, C
Fig. 6. Pack of data for blocks of matriceg, WT, C
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Schemat blokowania XMM rejestréw dla platformy 32-bitowej podano na rys. 7. Roz-
tadowanie rejestrow wektorowych w bldg,;, wykonujemy tak, jak podano na rys. 6.
Po zakaczeniu obliczé bloku Cy,j, przepakowujemy dane, aby maciegzbyta umiesz-
czona kolumna po kolumnie.

— ] —» k —>
.S 0000
i Y i i g
. . Y *y /0000
~ N T
Cinjp Wiy Wi

Rys. 7. Schemat blokowania XMM rejestrayw m z rozwijaniem gtli wewnetrznejK razy
Fig. 7. Register’s blocking diagramx m,. The unroll of internal loop is producédtimes

4. WyniKi

Wszystkich obliczé& w wymienionych przyktadach dokonano na komputerze
Intel® Core™2 Quad CPU Q6600 @2.40 GHz, pgngtéwna DDR2 800 MHz 8 GB.
System operacyjny Windows Vista Business 64 iliwia uruchomienie 32-bitowych
aplikacji (platforma ia32), a tak 64-bitowych (platforma Intel 64). Przy uruchamianiu
32-bitowych aplikacji najwikszy rozmiar buforu, ktéry mma zaalokowa dla aplikacji
GDI (Graphic Device Interfage wynosi ok. 1,4 GB, przy czym deghych jest 8 rejestréw
XMM (n, =2, m = 4 lubn, = 4, m = 2). Przy uruchamianiu 64-bitowych aplikacji naj-
wiekszy rozmiar buforu jest ograniczony tylko rozmiarem fizycznym paingédwnej,
liczba dostpnych XMM rejestréw wynosi 16, dlatego istnieje #iiwos¢ zwiekszenia roz-

miaru bloku @, = m, = 4). Powoduje to wzrost wydajgd w stosunku do 32-bitowych
aplikaciji.

4.1. Test dla macierzyegtej

Wydajnas¢ i skalowalnd¢ faktoryzacji macierzy frontalnej sprawdzimy na macierzy
gestej o rozmiarzeN = 4 800 przy rozmiarze bloku catkowicie zagregowanych réwna
M = 48. Dla tego zadania wykonano 4800/48 = 100 krokow faktoryzacji, przy czidy ka
krok przedstawiono wzorami (2) i (3). Wyniki pokazano w tabeli 1. Przyspieszenie obli-
czer przy zwigkszeniu liczby procesorow opisano za pomesspoiczynnikas,. Jest to
stosunek czasu oblicadl; na jednym procesorze do czasu oblicZgnap procesorach.

Aby wyjasni¢ wptyw wektoryzowania oblicze przedstawionych w niniejszym arty-
kule, w tabeli 2 pokazano wyniki, gdzie zastosowano tylko blokowaniecpapadiczne;.

Chocia blokowanie pamici podicznej (podziat macierzyW, WT,C na zgrubne
bloki, oznaczone na rys. 5 grubymi liniami) wystarczy, aby otrZydubr skalowalnéé
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(na 4 procesorach otrzymatly ponad 3-krotne przyspieszenie), wektoryzowanie ohlicze
zgodnie z podantechnily powoduje zwgkszenie wydajnéci o 2,75-3,3 razy.

Tabelal

Wydajnos¢ faktoryzaciji macierzy frontalnej (blokowanie XMM rejestréw,
blokowanie pamigci podrecznej)

Platforma ia32 Intel 64 &64)
Liczba procesoréw 1 2 3 4 1 2 3 4
MFLOPS 4459 | 8395 | 11567 14299 5526 10437 14p59 18151
S=T4/Ty 1 1,88 2,59 3,21 1 1,89 2,63 3,28
Tabela 2

Wydajnosé faktoryzacji macierzy frontalnej (blokowanie tylko pamigci podrecznej)

Platforma ia32 Intel 64 (x64)
Liczba procesoréw 1 2 3 4 1 2 3 4
MFLOPS 1575 | 3100 | 4519, 5231 1587 3120 4599 5513
S=TJ/T, 1 1,97 2,87 3,32 1 1,97 2,90 3,47

4.2. Plyta kwadratowa z siatk00 x 400

Rozwamy przypadek ptyty kwadratowej stalowgj= 2 - 18 Pa,v = 0,3 o rozmiarze
1 m szerokéci i 0,01 m grubéci, gdzie:E — modut Youngay — wspoiczynnik Poissona.
Dwa wierzchotki ptyty § sztywno zamocowane, a do trzeciego przyktadamysgiipiora
Nx = Ny = N z= 1000 N. Do modelowania tego zadania wykorzystujemycZtewy
powtokowy element skixzony, ktory ma 6 stopni swobody wefle. Czas faktoryzacii
macierzy solverem BSMFMb{ock substructure multifrontal methpgoréwnujemy z cza-
sem faktoryzacji macierzy solveresparse direcprogramu ANSYS 11.0 (tab. 3). Rozmiar
zadania wynosi 964 794 rowina

Solver BSMFM nie ugpuje w szybkéci solverowi ANSYS 11.0.

Tabela 3
Czas faktoryzacji macierzy globalnej dla ptyty kwadratowej 400 x 400 (964 794 rOwAR[s]

Platforma ia32

Platforma Intel 64

Liczba procesorow I iV s v 11.0 BSMFM BSMFM
1 221 117 86
2 176 90 60
4 159 78 51

4.3. Plytka kwadratowa z siatiB00x 800

Dla podanego w poprzednim przykladzie zadaniag&amy siatle. Liczba rowna
wynosi wtedy 3 849 594. W tabeli 4 przedstawiono wyniki poréwnania.

Solver ANSYS 11.0 na 32-bitowej platformie nie roamét tego problemu z powodu
braku pamici gtéwnej, ale problem ten udate; sbzwigzat solverem BSMFM.

Nastpne przyklady reprezentujmodele obliczeniowe przygotowane w programie
SCAD (www.scadsoft.com). Jest to jeden z ngjcej wywanych programéw MES
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do obliczé konstrukcji budowlanych na terenie Wspoélnoty Niezajeh Pastw, dosto-
sowany do norm projektowania tego regionu.

Tabela 4
Czas faktoryzacji macierzy globalnej dla ptyty kwadratowej 800 x 800 (3 849 5%dwnan) [s]
Liczba procesoréw Platforma ia32 Platforma Intel 64
ANSYSv. 11.0 BSMFM BSMFM
1 Brak pamgci 978 888
2 Brak paméci 768 551
4 Brak pamgci 670 460

4.4. Model budynku wieloptrowego (1 956 634 réwiha

Model przedstawiono na rys. 8. Rozmiar sfaktoryzowanej macierzy wynosi 7,2 GB.
Préba rozwizania tego zadania solverem PARDISO [9] z Intel MKL na platformie Intel 64
zakaczyta st niepowodzeniem z powodu niewystarez®j obgtosci pamkeci gtow-
nej — wielkad¢ 8 GB okazala giza mata. Za pomacsolvera BSMFM przy 4 procesorach
problem ten rozwizano po 443 s na platformie ia32 i po 413 s na platformie Intel 64.

Ostatnie dwa przyktady dowogloszczdndsci solvera BSMFM, jéi chodzi o wycie
pamkci gtéwne;.
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Rys. 8. Model MES budynku wielogirowego, 328 541 wztéw, 351 421 elementéw skczonych
i 1956 634 réwna

Fig. 8. FE model of the multistory building, 328 541 nodes, 351 421 finite elements
and 1 956 634 equations
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4.5. Zadanie interakcji budynku i gruntu

Ten problem (rys. 9) jest bardzo trudny do wykonania jako zadanie dla solveréw
bezpdrednich, poniewa bryta gruntu, modelowana elementamigdbjciowymi, istotnie
zwieksza gstos¢ macierzy rzadkiej. Dla modelu tworzonego z elementéwtodgjiowych
kazdy wezet ma weksz liczbe sasiadow, co powoduje wksz liczbe elementéw nie-
zerowych w odpowiednich wierszach macierzy globalnej.

Rozmiar zadania wynosi 2 763 181 rownaozmiar sfaktoryzowanej macierzy —
13 978MB, a rozmiar najwikszego frontu (najwkszej macierzy ¢ptej) — 16 542 row-
nania. Ta macierz frontalna zajmuje 1044 MB painigtbwnej przy symetrycznym
schemacie przechowywania (tylko dolny trdjknacierzy). Dla 32-bitowej wersji solvera
BSMFM zabrakio pamti i tylko 64-bitowa wersja umdiwita rozwiazanie tego proble-
mu — czas faktoryzacji na 4 procesorach wynosi 19 m 17 s.

Bl DASDATA\Exsamples-Scad\sfa\Octep PC 34 11C2 36K3.5PR

®Qa Q@+ 0 O-ERY B FI N - s =006 [evryt evverert

[roros0 Yanos 469882 GnemetTos545837 (0.3 fps)GeForce 8800 GTS/PCI/SSE2 NVIDIA Corporation 2.1.2

Rys. 9. Model MES budynek — grunt zawiera 469 882téwv, 545 837 elementdéw skczonych
i 2763 181 réwna
Fig. 9. FE model for soil — structure interaction comprises 469 882 nodes, 545 837 finite elements
and 2 763 181 equations

4.6. Ré&ne techniki przyspieszenia solvera BSMFM

Na przyktadzie szeianu z siatk 50 x 50 x 50 (olosciowe elementy ska@zone
0 ksztalcie sz&ianu) rozwaymy skrocenie czasu obliazez zastosowaniem #aych
technik przyspieszenia. Jest to typowe zadanie dla testow wydaguiveréw bezpgaed-
nich. Niezalenie od tegoze zadanie jest stosunkowo niewielkie (397 941 rdiyen test
jest dé¢ wymagajcy dla solveréw bezgoednich, poniewarzadka macierz globalna ma
duwza gestasé. Wyniki podano w tab. 5.
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W wers;ji z 2002 roku nie bytlaadnego blokowania. Faktoryzacja macierzy frontalnej
odbywata sie metagdGaussal( - U) wiersz po wierszu [3].

W wersji z 2004 roku dla faktoryzacji macierzy frontalnej opracowano blgkoetod:
Choleskiegol( - S - L), w ktérej przy obliczeniu dopetnienia Schura na etapie 3 wzoru (3)

macierze W, WT,C byly podzielone na bloki (blokowanie pagmi podrcznej). Jednak

rozmiar bloku zalgat tylko od liczby réwna w wezle modelu obliczeniowego — brakowato
taczenia wztow w celu zwgkszenia jego rozmiaréw. Na poziome ,paénpodrczna —
rejestry procesora’aywano algorytmu naiwnego (brak blokowania rejestrow).

Tabela 5
Poréwnywanie czasu oblicz& réznych wersji solvera BSMFM dla zadania 50< 50 % 50[s]
Wersja, rok Platforma Liczba procesorow

1 2 4
2002 ia32 4 520 — -
2004 ia32 2 000 - -
2008 ia32 2 000 1142 684
2009 ia32 827 504 365
2009 Intel 64 584 322 213

W wersji z 2008 roku iyto zréwnoleglenia na podstawie OpenMP (rys. 4, ale bez
pakowania blokéw macierzy).

W wersji z 2009 roku wprowadzono wektoryzowanie oblicze blokowaniem re-
jestrow XMM i pakowanie danych zgodnie z pretym schematem blokowania.

Na rysunku 10 przedstawiono poréwnanie czaséw olilinagednym procesorze.
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Rys. 10. Poréwnywanie czas6w obliaz&znych wersji solvera BSFMF na jednym procesorze.
Ostatnia kolumna prezentuje czas ragania zadania solverem sparse direct ANSYS
11.0 na platformie ia32
Fig. 10. Comparison of the computation time for different wersions of BSMFM solver on single
processor. The last column presents the sparse direct solver of ANSYS 11.0
for platform ia32

Czas faktoryzaciji [s]
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5. Whnioski

Przedstawiona blokowa wielofrontalna metoda podstruktumciudo rozwizywania
duwzych uktadéw rowna liniowych algebraicznych, ktére powsta stosowaniem metody
elementéw skiiczonych do zadamechaniki konstrukcji, zostata opracowana dla wielo-
rdzeniowych komputeréw PC. W odréeniu od wiadomych realizacji solvera wielofron-
talnego [2], podana metoda jest metqubdstruktur z automatycznym podziatem caiej
konstrukcji na podstruktury na podstawie wybranego algorytmu aghoozvania.
Faktoryzacja macierzy rzadkiej globalnej polega na agregacji podstruktur krok za krokiem
z jednoczesnym wyeliminowaniem catkowicie zagregowanyebtow. Prowadzi to do
tego, ze faktoryzacja globalnej macierzy rzadkiej redukujed® cz:$ciowej faktoryzacii
szeregu macierzyegtych — frontalnych.

Zastosowanie symetrycznego schematu przechowywania macigglgw pamici
gldwnej razem z opracowaniem procedur wysokiej wyddajna wykorzystaniem blo-
kowania pamici podrcznej, blokowania rejestrow wektorowych, pakowania danych
i wielowatkowosci umazliwito osiagniecie wysokiej wydajnéci metody w paiczeniu
Z jednoczesnym oszgdnym wyciem pamgci gtéwnej, co jest bardzo vime dla kom-
puteréw PC.
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