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1. Wstep

Wspotczénie matematyk mazna okréli¢ jako zbiér definicji, twierdzgé, dowodow
twierdzen i wzajemnych relacji, jakie zachagdpomiedzy wyzej wyszczegélnionymi kate-
goriami matematycznymi. Jest rzeazd dawna wiadom ze nauki fizyczne i techniczne
korzystaj z metod matematyki w istotny sposéb. Z czasem przekonujemsesiola ma-
tematyki nieustannie wzrasta i swymi ideami przenika inne jeszcze dziedziny nauki.
Obecnie jestamy swiadkami gwattownego procesu przenikania metod matematycznych
do nauk biologicznych, medycznych i nauk spoteczno-ekonomicznych. Rajévaniez
zauway¢ stosowanie matematyki w naukach humanistycznych.

Tymczasem jeszcze niewiele ponad trzystgdziesit lat temu geometria, uprawiana
jeszcze w stargytnosci, stanowita gtowny trzon matematyki. Geometria euklidesowa,
modyfikowana tylko w niewielkim stopniu, dominowata przez dwastzzewiekéw. Z cza-
sem jej surowy, aksjomatycznygisle dedukcyjny styl rozumowania zostat wyparty przez
rozumowania indukcyjne i niekiedy intuicyjne, a go@ czysto geometryczne zostaty za-
stapione przez liczb i operacje algebraiczne. W ten sposéb powstaly geometria anali-
tyczna, analiza matematyczna i mechanika.

Matematyka klasyczna, ktéra powstawata w XVII w., zachowata swe znaczeniesdo dzi
Fundamentem matematyki klasycznej jestepigj funkcji i granicy. W XIX wieku doko-
nano ycislenia wielu pog¢ matematyki klasycznej. W dwaoch ostatnich wiekach apéist
gwattowny rozwdlj matematyki, co zaowocowato zjawiskiem specjalizacji i — niestety — izo-
lacji, szczegolnie zérodowiskiem stosacym metody matematyczne w praktyce. Wzajem-
ne zrozumienie nawet poedizy przedstawicielami éych dziedzin matematyki zostato
utrudnione. Zaobserwowano lawinowy wzrost liczby czynnych naukowo matematykéw,
a wraz z tym ogromny wzrost liczby publikacji, zeyrseminariow naukowych, kon-
ferencji itp. W takiej sytuacji naly zapytd o znaczenie matematyki. Wymaga to wnik-
niecia w jej istot.

Jak s¢ wydaje, celem matematyki jest pgatijaca abstrakcja, logicznieista dedukcja
oparta na ukladach aksjomatycznych i coraz to szersze uogodlnienia.zéedratkmatyka
nie ma monopolu na abstrakcPrzecie pojecia fizyki, takie jak np. masa, gkosé, sita,
napkcie i natzenie, 8 to abstrakcyjne idealizacje rzeczywisto fizycznej. Pogcia
matematyczne, takie jak np. punkt, przestrdezba czy funkcja, stylko nieco bardziej
abstrakcyjne.

Istota matematyki jest badanie i padkowanie tréci matematycznych oraz uwidacz-
nianie struktury nowych teorii matematycznych. Nowesdrematematyczne wchodlz
do matematyki poprzez nowe definicje. Twierdzenia przetwateajci zawarte w defini-
cjach i ewentualnie posdkuja je. Kazda teoria matematyczna rozpoczyna sd kon-
kretnej i szczegolnej podstawy, a rpstie poprzez abstrahowanie staje abstrakcyjna.

W matematyce wigiwy proces rozwoju, od indywidualnej i konkretnejstie poprzez

abstrakat, z powrotem do tego co konkretne i szczegolne, nadajeidne matematycz-

nym sens i praktyczne znaczenie. Aksjomatyzacja poprzez oderwarae &onkretnej,

szczegOtowe] i jednostkowej sytuacji ukazuje istastruktury rozwaanych obiektéw

i pozwala dokonywaporéwna z innymi obiektami, gdiy ukazanie struktury ujawnia caty
tadunek informacji o obiektach, ktére w peteniu z odpowiednimi aksjomatami twerz
dam struktue matematyczn

Od jakiegd czasu utrzymuje sipodziat na matematygk,czysta” i ,stosowarny”. W od-
réznieniu od matematyki czystej, gdzie mna dowolnie manewrowezatazeniami, tak aby
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coé tam wyszto, w badaniach zygianych z zastosowaniami matematyki rozavsego
problemu nie mzna swobodnie modyfikowalub pomij&. Nalezy uzysk& wiarygodne
rozwigzanie. Jednate niejednokrotnie zanim do tego dojdzie, bywa taktrzeba zasto-
sow& wyrafinowany abstrakcyjnie aparat matematyczny z czystej matematyki (pozornie
niestosowalny w praktyce), ktory ute jak rozwaany problem postawi(przeformuto-

wa¢), aby uzysk& model matematyczny odpowiadey opisywanej rzeczywisfoi lub by
otrzymany model byt lepszy w kontahke trudndci zwiazanych z otrzymaniem roz-
wiazania rozwaanego problemu. Niekiedy nawet nglezdefiniow& nowe obiekty ma-
tematyczne, aby agima¢ wyzej sformutowany cel. Przyktadem takiej sytuacji jest rachu-
nek krakowianowy Tadeusza Banachiewicza, po raz pierwszy sformutowany w 1922 r.

Idea tego rachunku dla matematykow reprezeoywh nurt matematyki czystej — teore-
tycznej pocatkowo wydawata s dziwaczna, a same krakowiany niepotrzebne. Niektorzy
uwazali nawet,ze idea ta wgcz przeczy zdrowemu ragdkowi. Jednak czas, ktory wszyst-
ko weryfikuje, pokazalze idea ta pozwolita odpowiednio sformutatviarozwiazat wiele
szczegO6towych problemoéw astronomii teoretycznej, mechaniki teoretycznej, geodezji i geo-
fizyki, a wiec tych dziedzin, w ktérych Tadeusz Banachiewicz miat szczegélagnisiia.

Zatem idea rachunku krakowianowego niost& wixcej poza teoretycznym sformuto-
waniem. Byt to czas, gdy do obliazeaukowych masowozywano suwakow logarytmicz-
nych. Podobnie jak Kriiger przystosowat pewne wzory Gaussa do rachunkéw loga-
rytmicznych wykonywanych na suwakach, tak Banachiewicz zdefiniowat krakowiany
(protokét zebrania naukowego z dn. 28.03.1947 r.) przystosowane do ahigzeytmo-
metrach. Tadeusz Banachiewicz bardzo lubit racliowandgt to robé wiele godzin.
Dbajac 0 elegang rozumowania, zawsze starat &iorzyst& z jak najkrotszej drogi, co
niejednokrotnie doprowadzato go do ulepsaeoréw ju istniepcych lub wyprowadzania
nowych. Banachiewicz przewidywat rozwoj technik obliczeniowych. Byt zwolennikiem
liczenia za pomar ,mézgu stalowego” i propagowat ides w Polsce. Stusznie widziat
w rozwoju technik obliczeniowych warunek rozwoju nauki.

Pod koniec swegaycia, w dniu 15.03.1954 r., a gad nieco ponad pét roku przed
$miercip (zmart 17.11.1954 r.), Banachiewicz, odpowiadanéwcom na uroczystym ze-
braniu Wydziatu Ill PAN péwieconym 50-leciu jego dziataldoi naukowej, wypowie-
dziat nastpujace stowa [17]: ,Faktze w cagu 50-ciu lat pracowatlem naukowo, nie sta-
nowi specjalnej zastugi, gdypracowatem dlategae podobata mi gita praca, ktéra wy-
dawata mi s uzyteczmy dla nauki, narodu i gistwa; co s z& tyczy znaczenia mych prac,
to dopiero przyszkE wypowie o nich ostatnie stowo”.

Tadeusz Banachiewicz opublikowat 240 prac o charakterze naukowym [18]. W pracy
[11] jest zamieszczona petna bibliografia Tadeusza Banachiewicza, do ktGyeqothat
krotkie doniesienia naukowe, komunikaty, wyniki obserwacji, polemiki, recenzje, sprawo-
zdania oraz informacje o pracach swoich ucznidéw i wspotpracownikéw. Bibliografia ta
liczy 598 pozycji. W wyniku ogromnej pracy, iakvykonali autorzy artykutu [11], stwier-
dzono,ze Tadeusz Banachiewicz napisat 110 oryginalnych prac naukowych, 185 prac i ko-
munikatéw o charakterze popularnonaukowym, 174 krétkie doniesienia naukowe, komu-
nikaty, telegramy i informacje o wynikach przeprowadzonych obserwacji. Banachiewicz
jest take autorem opublikowanych 89 polemik, recenzji i sprawbzamtaz 33 informacji
0 pracach swoich uczniéw i wspotpracownikow. W dorobku Banachiewicza znajduj
réwniez dwie kshzki, a mianowicie: ,Metody rachunkéw astronomicznych” wydanej przez
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PWN w Krakowie w 1952 r. i ,Rachunek krakowianowy” wydany przez PWN w War-
szawie w 1959 r. Jego prace napisangasnym stylem, chioczesto dotycz bardzo trud-
nych zagadnig astronomii, mechaniki, geodezji, geofizyki, a nawet matematyki. Oprécz
prac naukowych Banachiewicz pisat od 1931 r. do maja 1954 reiwekni ktére nazywat
.Notatami codziennymi”. ,Notaty codzienne” ukazlpardzo bogatosobowd¢ i codzien-

ne zycie tego wybitnego cztowieka. Jawisiv nich [5, 16] Banachiewicz jako cztowiek
szlachetny, ktoéregaycie wypetnione byto systematyczm doktadry praa. Ukazup one
réwniez cztowieka, ktory interesowalesiktualrny, sytuacy polityczr i sprawami kultury.
Banachiewicz wytrwale stuchat wiadokeod radiowych, spdzat diesze chwile na stu-
chaniu muzyki lub deklamowaniu wierszy ulubionych poetéw. Odwiedzat teatr i filharmo-
nie. Bardzo czsto brat udziat w posiedzeniach Rad Wydziatu UJ, Politechniki Krakowskiej
i w konferencjach w PAN.

2. Matematyczne pomysty Tadeusza Banachiewicza

Tadeusz Banachiewicz g0 wypowiadat & na zebraniach naukowych na temat ma-
tematyki. Niejednokrotnie wytat swoje pogldy odnoszce s¢ do istoty twierdze i do-
wodow matematycznych. Jednogzie jako praktyk podkigat, ze przesadnie wymagana
Scistos¢ dowodow jest niewkxiwa, bo studenci zatragaprzez to zdoln& do matema-
tycznego i przyblionego opisu realnej rzeczywistd co jest nieodzownym warunkiem
rozwigzania wielu konkretnych i trudnych probleméw (prot. zebr. nauk. z dn. 3.11.1950 r.).
Zauwaat takze relatywné¢ tresci matematycznych, jakby przeczuaajidee matematyki
konstruktywnej, ktéra rozwigla sk kilkadziesit lat p&niej. Obrazuyj to nas¢pujace stowa
Banachiewicza wypowiedziane na zebraniu naukowym w dn. 8.11.1941 r.: ,Gdyby na
Ziemi pojawit st matematyk z Marsa, to pewnych naszych twietdzie mégtby wcale
zrozumie, dla wickszaci zas udowodnitby ich bidncs¢ juz z tego powoduze zwyczajnie
twierdzenia matematyczne wymagaptego szeregu zaten” [20]. Matematyka konstruk-
tywna rozwirgta sk dlugo posmierci Banachiewicza. Dgima wielu zwolennikéw. W ma-
tematyce pajcia & wzglkdne, co dostrzegat BanachiewiSwiadczy to o nieprzeginosci
jego umystu.

Na temat matematyki Tadeusz Banachiewicz wygtaszat wieterédnych opinii. Jak
czytamy w ww. protokole zebrania naukowego z dn. 8.11.1941 r., Banachiewi¢atuwa
ze podstawowe twierdzenie algebry jest aksjomatera wiele dowodéw matematycz-
nych jest falszywych (np. prot. zebr. nauk. z dn. 18.10.1941 r., 25.10.1941 r. 18.11.1941 r.)
[20]. Istotnym spostrzeeniem dla matematyki bylo wykazanie w 1909 r. przez Bana-
chiewicza,ze jedno z tzw. twierdZechinskich, ktére dotyczy arytmetyki liczb naturalnych
(nie myli¢c z twierdzeniem chiskim o resztach), nie jest spetnione dla siedmiu liczb nie-
parzystych mniejszych od liczby 2000. Na tej podstawie znany polski matematyk Wactaw
Sierpiiski w czterdziéci lat p&niej wykazat, ze takich liczb jest nieskmzenie wiele
(prot. zebr. nauk. z dn. 14.11.1947 r.) [20]. Banachiewicz udowagnigldyby rozwaa-
ne przez niego twierdzenie dBkie bylo prawdziwe, to byloby rowriestuszne nie-

prawdziwe jedno z twierdheFermata, ktére méwie liczba 22" +1 jest liczky pierwsz.
Banachiewicz wielokrotnie postulowat utworzenie eifliynarodowej Unii Matema-

tycznej. Projekt ten zostat urzeczywistniony w 1950 r. \&tuieg na zjédzie UNESCO

w Kopenhadze pod wpltywem Banachiewicza méwit o tym Siekpi(prot. zebr. nauk.
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z dn. 11.11.1949 r.). Profesor Tadeusz Banachiewicz, prawgizez wiele lat bardzo
intensywn, dziatalng¢ naukows, precyzowat warunki, jakim powinna odpowigdmate-
matyka w zastosowaniach w astronomii i fizyce (prot. zebr. nauk. z dn. 3.11.1950,
18.01.1952, 25.11.1949, 11.10.1940 i in. [20]).

Wczeniej, z pocatkiem lat 20. XX w., w celu swoistego uproszczenia wielu
rachunkéw prowadzonych na bazie macierzy oraz abyscipraiele algorytméw oblicze-
niowych, Banachiewicz wprowadzit rachunek krakowianowy, ktéry dodatkowo ogrom-
nie utatwit i usprawnit prac obliczeniows na arytmometrach (prot. zebr. nauk. z dn.
23.05.1952 r.). Podczas wielu zebraaukowych (prot. zebr. nauk. z dn. 5.05.1950,
25.12.1945, 12.05.1950, 13.09.1940 r. i in.) omawiano zalety rachunku krakowianowego
w zastosowaniach praktycznych.

2.1. Krakowiany Banachiewicza w konfele macierzy Caleya—Hamiltona

Po uplywie ponad potowy wieku ofimierci tworcy krakowianéw Tadeusza Bana-
chiewicza nagpit juz najwyzszy czas, aby skomentogveachunek krakowianowy w kon-
tekécie rachunku macierzowego. Macierze odkryli Hamilton w 1854 r. i Caley w 1853 r.
Banachiewicz wprowadzit rachunek krakowianowy w 1922 roku. Przed latycia Ta-
deusza Banachiewicza, dnodowisku naukowym krakowskitywo dyskutowano wzajem-
ne relacje midzy macierzami i krakowianami. Dyskusja ta odbywa¢ansi posiedzeniach
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i posiedzeniach seminaryjnych Instytutu Mate-
matycznego PAN oraz w innych miejscach. Niekonwencjonalna czasem forma dyskus;ji
i zywiotowos¢ dyskutantowéciagaty szerokie rzesze stuchaczy niekoniecznie zainteresowa-
nych matematyk Niektdrzy wspomniane dyskusje traktowali jak darmowy program ka-
baretowy. Z jednej strony, przeciwnicy krakowiandw na czele z Tadeuszemwakam
atakowali sensowr#d krakowianéw, a z drugiej — zwolennicy krakowianéw pod przewod-
nictwem ich tworcy wykazywali zalety krakowianéw w poréwnaniu z macierzami.

Matematycy forsowali pogtl, ze teoretycznie krakowiany nie wnasaiczego nowego,
gdyz wszystko, co uzyskujeeskrakowianowo, mana otrzymad poprzez macierze. Z kolei
zwolennicy krakowianéw uwali je za lepsze nagdzie od macierzy. Wydajeesize nie-
dostatecznigcisle doprecyzowano pegia tak macierzy, jak i krakowianu. Bylo to przy-
czym licznych nieporozumige

Zreszh definiowanie macierzy we wspétczesnych pmdnikach nadal pozostawia
wiele do zyczenia. Ota do tej pory w prawie wszystkich pagznikach akademickich
definiuje s macierze jako odwzorowanie przypadkowujace parom liczb naturalnych
liczby rzeczywiste, czyli macierze traktowarseve definicji jako tabliczki liczb. Nagpnie
osobno wprowadzaestefinicje dziata na macierzach (tak samo traktowano krakowiany —
jako tabliczki liczb). Jest to ewidentnyalt dydaktyczny o gbokich konsekwencjach
merytorycznych, gdy zbiér samych prostaknych tabliczek liczb nie stanowi macierzy
(ani nie stanowi krakowianu). Zbiér macierzy ma dloea struktue dziatar (réwniez
okreslona struktue dziatan ma zbior krakowianéw). Dlatego w definicji macierzy rigle
zawrze definicje (aksjomaty) dziatana macierzach, czyli trzeba pdéddefinicjc aksjo-
matyczm, macierzy, z ktérej wyniknwszystkie jej podstawowe wiasiu.

Postaramy siuzasadri tez, ze macierze i krakowiany wprawdzieeéziowo zazbiaja
sig, jednak ani jedne, ani drugie nig kepsze i nie obejmajsi wzajemnie jako teoria
o okreslonej strukturze w tym sensige jedne g ogodlniejsze od drugich (jak to niektorzy
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uwazali w przeszitéci). Aby osagm¢ zamierzony cel, sformutujemy aksjomatygatefi-
nicje macierzy i aksjomatycandefinicje krakowianu i poréwnui te definicje, wycignie-
my stosowne wnioski.

2.2. Aksjomatyczna definicja macierzy
Definicja
Niech N, ={1, 2,...m}, N,={L2,..,n}.
Macierzz o m wierszach i n kolumnach nazywamy kde odwzorowanie

A:N,xN, - R traktowane jako element zbior¥ = U M (m, n), gdzie M(m, n)
m,riN

oznacza zbior wszystkich odwzorofwaN,,,x N,, - R rozpatrywanego ze struktumal-
gebraiczy wynikajaca z nastpujacych aksjomatow okéajacych dziatania na macierzach:

1) Aksjomat réwnéci macierzy.
Dla dowolnychm, nC01 N zachodzi warunek

(8 Jmen [0yl men & D108 2,0m}, O j0{L 2.} g =4

2) Aksjomat dodawania macierzy.
Dla dowolnych m, n0 N dziatanie +:M(m,nNx M(m ) - M(m n (dodawanie ma-
cierzy) jest okrédone wzorem

[8; I +[h,-]mxn§ Gl " Diof,2,...n, 0j0{1,2,..0 g=a+p

3) Aksjomat mnaenia macierzy przez liceb
Dla dowolnych m, n0 N dziatanie ORxM(m ) - M(m n (mnazenie macierzy
przez liczle) jest okrélone wzorem

A 03I =L Gl men = O i0f,2,...m,0j0{12,..1} g=Alg

4) Aksjomat mnaenia macierzy przez macierz.
Dla dowolnychm, n, pO N dziatanieOM (M, nx M(m ) - M(m n (mnazenie ma-
cierzy) jest okréone wzorem

[8 ]men [qu]nxp;! 6] mxp " 0iog2,..n, 0j0{1,2,...4 ¢ =Z a 0.
k=1

Uwaga

Mnozenie macierzy jest wykonalne tylko wtedy, gdy liczba kolumn inap czyli pierw-
szej z mnaonych macierzy, jest réwna liczbie wierszy mnida, czyli drugiej z mnzo-
nych macierzy.



2.2.1. Tradycyjne oznaczenie macierzy
OdwzorowanieA : N, x N, - R czyli macierz prostadtna, oznaczamy symbolicznie
jak nastpuje

&1 8 v A
e
8 8 7 Gnn g
Czesto oszczdzapc zapis, macierz zapisujemy skrotowo tak
A= [au ]mxn

2.2.2. Odejmowanie macierzy
Odejmowanie macierzy definiujeesza pomog dodawania i mneenia przez liczb
(1) w nastpujacy sposoéb
A-B=A+(-1B)=A +(B).
df —
2.2.3. Podstawowe wybrane witascicdziatar na macierzach
Zachodz nastpujace wlasnéci dziatax na macierzach:
1.A+B=B+A.
2A+B+C)=(A+B)+C.
3.A+0=0+A=A.
4. OAO-A):A+(-A)=0.
5,A[B#B[A.
6.A 0B [C) = (A [B) L.

2.3. Aksjomatyczna definicja krakowianow
2.3.1. Konwencja dotygza znaczenia wskaikow krakowianéw

Poszczegdlne elementy krakowianu oznaczanesysnbolem a; z dwoma wska

nikami, z ktorych pierwszy oznacza numer kolumny, w ktérej znajdygjelasiy element,
a drugi numer wiersza. W macierzach przyjmuje aiwrotry konwencg, tj. pierwszy
wskaznik oznacza numer wiersza, w ktérym znajduje dany element, a drugi numer
kolumny (krakowiany w odrénieniu od macierzy na og6t (chmie zawsze) oznaczaesi
matymi pogrubionymi literami).
Definicja

Niech: N, ={, 2,...m}, N,={2,...,n}.

Krakowianem o m kolumnach in wierszach nazywamy kde odwzorowanie
a:N,xN, - R traktowane jako element zbiorikK = U K(m, n), gdzie K(m,n)

m, N
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oznacza zbior wszystkich odwzorofwad\,,x N, - R rozpatrywanego ze struktuelge-
braiczry, wynikajaca z nas¢pujacych aksjomatéw okitajacych dziatania na krakowianach:

1) Aksjomat réwnéci krakowianow.
Dla dowolnychm, nC0 N zachodzi warunek

{83} mxn < B} e < 0iof 2., m, OjofL,2,...4 g=h

2) Aksjomat dodawania krakowianow.
Dla dowolnychm, n0 N dziatanie+: K(m,n)x K(m ) - K(m 0 (dodawanie krako-

wianéw) jest okrdone wzorem
{3} men { B men £ & men = O {2,.. p DjO{2,... 3 g=a+p

3) Aksjomat mnaenia krakowianu przez liceb
Dla dowolnych m, n(0 N dziatanie DRx K(m i - K(m n (mnazenie krakowianu

przez liczle) jest okrélone wzorem
A3} J G n > 0 iof 2., m OjOf,2,..4 ¢=A0g

4) Aksjomat mnaenia krakowianu przez krakowian.
Dla dowolnych m,n, pO N dziatanie DK(m,nNx K(m N - K m n (mnaenie kra-
kowianéw) jest okrdone wzorem

(@} e O mep € B pen = O in{2,..., n} 0jo{2.. 14 g =z 3 OR.
k=1

(Pamgtamy, ze w wypadku krakowianéw wskaiki oznaczaj: pierwszy numer kolum-
ny, drugi numer wiersza! Gdyby zrezygnawa tej umowy, to wtedy warunek na

m

mnazenie bytby nieco inny). Wtedy; =Zq<j R, tj. wtedy gdy pierwszy wskaik
k=1

o0znacza numer wiersza, a drugi numer kolumny.

Komentarz

Mnozenie krakowianéw jest wykonalne tylko wtedy, gdy liczba wierszyzmep czyli
pierwszego z mnamnych krakowianow, jest rowna liczbie wierszy mnika, czyli dru-
giego z mnaonych krakowianéw (mma wiec mnazy¢ dwa krakowiany o tej samej liczbie
wierszy). Mnaenie dwoch krakowiandéw polega na maniu kadej kolumny pierwszego
krakowianu przez kala kolumrg drugiego krakowianu (tak jak skalarnie mgpcsie dwa
wektory), przy czym wskanik kolumny pierwszego krakowianu wskazuje, w jakiej ko-
lumnie ma by zapisany wynik (odpowiedni ,sumoiloczyn”), a wgk#& kolumny dru-
giego krakowianu wskazuje, w jakim wierszu ma lzgpisany wynik mngenia kolumn
tych krakowianow. Zatem w wyniku maenia dwéch krakowianow otrzymujeg skrako-
wian o tylu kolumnach, ile miat pierwszy krakowian i o tylu wierszach, ile kolumn miat
drugi krakowian.

Dla krakowianow definiuje sijeszcze inne operacje oklane za pomag mnazenia
krakowianowego, a mianowicie dzielenie krakowianéw, kwadrat i pierwiastek krako-
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wian6w oraz odwrotni krakowianu. Operacje te majcisle praktyczne uzasadnienie,
0 czym fedzie jeszcze mowa dalej. Odejmowanie krakowianéw definigjeaipomog
dodawania. Sformutujemy te operacje w dalszynyi

2.3.2. Tradycyjne oznaczenie krakowianu
Odwzorowaniea: N, x N, - R czyli krakowian prostokny, oznaczamy symbolicz-
nie nas¢pujaco

&1 81 v Gy
az| B2 %2
&n &y o @ mxn
Czesto oszczdzapc zapis, krakowian zapisujemy skrétowo tak
a={a} mxn
2.3.3. Odejmowanie krakowianow

Odejmowanie krakowianow definiujessia pomog dodawania i mnegenia przez liczé
(1) w nas¢pujacy sposoéb

a-b=a+(-1b)=a+(-b)
df —

2.3.4. Podstawowe wybrane wiasciodziatar na krakowianach

Zachodz nastpujace wtasnéci dziatar na krakowianach:

.atb=b+a
.at(b+c)=(@+b)+c
.a+0=0+a=a
.OJad-a):a+(-8=0Q
.alb#b &

.alb )% (alb) k.

Poréwnujc podstawowe wtasioi dziataa na macierzach i krakowianach, zauwgy,
7€ mnaenie macierzy jesttzne, a mnzenie krakowianow nie jesadzne. Powoduje to,
ze krakowiany z dziataniem mgenia nie stanowitzw. grupy algebraicznej, natomiast
macierze z mneniem macierzy stanowpotgrug. Wida wigc, ze krakowiany maj inng
struktue niz macierze. Z podstaw algebry wiadonie, macierze $izomorficzne z od-
wzorowaniami liniowymi, czyli macierze algebraicznigrserozr@nialne od odwzorowa
liniowych, a izomorfizm przenosi strukturMozna by, oczywicie, szuka izomorficznych
odpowiednikéw krakowianéw, ktére na pewno nie mbgé¢ tozsame z odwzorowaniami
liniowymi ze wzgkdu na inm struktue krakowianéw, ktés dla ustalenia uwagi mioa by
nazwa struktun krakowianowt. Wynika z powyszego,ze istotna ranica medzy ma-
cierzami a krakowianami tkwi w innej strukturze obuegpja nie jak niektérzy aglza —
w innej kolejndci numeracji wskanikdw elementéw macierzy (wiersz — kolumna) czy
krakowianu (kolumna — wiersz). Macierze i krakowiany dwoma autonomicznymi
rachunkami. | nie jest tak, jak niektorzydgili, ze krakowiany g szczegollnym przy-
padkiem macierzy, ani nie jest na odwrét, gdglyby tak byto, to woéwczas krakowiany

o 01 A WN P
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musiatyby by izomorficzne z podzbiorem odwzorofvdiniowych, co ze wzgldu na
wczesniej wykazal réznice struktury macierzy i krakowianéw nie jest aiave i na od-
wrét — macierze musiatyby byizomorficzne z izomorficznymi odpowiednikami krako-
wiandw, co réwnie nie jest maliwe z tych samych powodéw co poprzednio. Nieco
ubazsza struktura algebraiczna krakowiandw i inna definicja zmnia krakowianéw da-
ja mazliwo$é definiowania pewnych obiektow, jak np. pierwiastek krakowianu ¢kilzi
temu mdaliwe staje st uzyskiwanie pewnych wynikéw, ktérych nie da $ub trudno
uzyska& macierzowo.

2.3.5. Specjalne rodzaje krakowianéw, dzielenie i pierwiastkowanie krakowianow

Krakowianem kwadrastynfdzisiaj raczej powiedzielidny ,krakowianem kwadrato-
wym”) nazywa st krakowian o jednakowej liczbie kolumn i wierszy.

Przelgtng gtowrg (diagonaly) krakowianu kwadratowego nazywa swszystkie ele-
menty krakowianu o jednakowych wskakach.

Krakowianem przelgtniowym (diagonalnym) nazywa si taki krakowian kwadratowy,
ktory ma elementy niezerowe tylko na pramlej gtéwnej (diagonali) krakowianu
(zwyczajowo taki krakowian oznaczg siymbolend).

Krakowianem ,jednostkowym™azywa si krakowian przeitniowy, ktéry ma wszy-
stkie elementy rowne 1 na gtownej praelej (zwyczajowo krakowian ten oznacza si
symbolemt). Krakowiant ma elementy ok&one nastpujaco

1dlai=j,
Odlai#j.

Tij
Uwaga.Krakowian jednostkowy w roli mrimika nie zmienia mnmej, tzn.
ar=a
Gdy natomiast w iloczynie krakowian jednostkowy odgryweg roinaznej (pierwszy
czynnik w iloczynie), to w wyniku mn@nia krakowianowego otrzymujenkrakowian
transponowany(zwanytranspoz lub krakowianem przestawionymczyli taki, w ktérym

kolumny zamienioneasna wiersze, a wiersze na kolumny z zachowaniemagkuzele-
mentéw kolumn i wierszy krakowianu (krakowian transponowany do krakovéaomna-

czamy symbolena', tzn.
ta=a.

Krakowianem symetrycznymazywa sj taki krakowian kwadratowy, ktérego wszy-
stkie elementy g symetryczne wzgtlem gtéwnej przeknej, tj. taki krakowian kwadra-
towy a, ktérego elementy spetnigjéwnas¢

g = &;-
Uwaga.Dla krakowianu symetrycznego zachodzi r6éo

Ta=a,
gdyz transpozycja krakowianu symetrycznego formalnie daje w wyniku ten sam krakowian.
Ponadto dla dowolnych krakowian@a b zachodzi réwnée

r(alb) = b&
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2.3.6. lloraz krakowian6w, odwrotibi pierwiastek krakowianu
llorazem krakowianéwa i b nazywa sj taki krakowianx, jezeli spetniona jest réwréo
x[xb =a
Oczywiscie nie zawsze istnieje iloraz krakowiandw.
Uwaga. Operacje dzielenia i rozktadu krakowianéw kwadratowych na krakowiany tréj-

katne umdaliwity Banachiewiczowi opracowanie nowej metody rogzmjiwania uktadow
réwnaa liniowych kramerowskich bez potrzeby stosowania wzoréw Cramera.

Odwrotnaicig krakowianu a nazywa sj taki krakowianb, gdy zachodzi warunek
alb=r

Zatema = b, gdzie symbolena™ oznacza siodwrotng¢ krakowianub.
Pierwiastkiem kwadratowynsymetrycznego krakowiana nazywa si taki trojkatny
krakowianr, gdy zachodzi réwnig

r? =a,

gdzier? =r .

Uwaga. Wprowadzone przez Banachiewicza operacje odwéotriopierwiastka kra-
kowianu miaty na celu ich zastosowanie do modyfikacji metody Gaussa najmniejszych
kwadratoéw. Algorytm Banachiewicza metody najmniejszych kwadratow pozwala na szyb-
sze i bardziej przejrzyste wyznaczenie niewiadomyzkklaisyczna metoda.

Nalezy tu dodd, ze rachunek krakowianowy Banachiewicza [1] oprocz zastasolwa
zamiany wspétrgdnych, rozwizywania réwna liniowych, metody najmniejszych kwa-
dratow okazal si takze wzyteczny w wielu innych, czasem bardzo skomplikowanych za-
gadnieniach. W szczegolimw rachunek krakowianowy zostat z powodzeniem wyko-
rzystany do rozwizania problemu dowolnej liczby obrotéw ciata sztywnego dookata ro
nych osi, eleganckiego i bezpedniego rozwizywania wielolgtow sferycznych (przed
metody Banachiewicza wielalty sferyczne rozwizywano w bardzo skomplikowany spo-
s6b, rozktadaic je na trojlaty sferyczne). Rachunek krakowianowy znalazt liczne zastoso-
wania take w zagadnieniach geodezyjnych (w poligonometrii) oraz w innych dziedzinach
nauki (o czym bdzie jeszcze mowa).

Banachiewicz od 1923 r. opublikowat ponad 50 prac datyech krakowiandw i ich
zastosowa. W 1952 r. ukazat sijego skrypt pt.Metody rachunkéw astronomicznych
W przewaajacej czsci paswiecony krakowianom i ich zastosowaniom w astronomii. Nato-
miast w 1959 r. staraniem Komitetu Astronomii i Komitetu Geodezji Polska Akademia
Nauk doprowadzita do gmiertnego wydania obszernej monografii [1] Tadeusza Bana-
chiewicza pt.Rachunek krakowianowygdzie na ponad 400 stronach zawarto owoc prze-
szto dwudziestoletniej pracy samego tworcy krakowiandw, ktory zmart 17 listopada 1954 r.

3. Tadeusz Banachiewicz o swoich krakowianach

Tadeusz Banachiewicz publicznie o krakowianach méwit na wykltadach na Uniwersy-
tecie Jagiellaskim w 1922 r., wgpnie nazywajc je jakobianami. Przedstawialy one
tabelki dziewgciu cosinusow kierunkowych umaliwiajacych przejcie midzy uktadem
wspotrzdnych ekliptycznych a uktadem wspdidnych réwnikowych.
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Istot; krakowiandw okrélaja najtrafniej stowa samego Mistrza zamieszczone w przed-
mowie do ksizki Rachunek krakowianowjl]. Zacytujemy je zatem z niewielkimi skré-
tami: ,Pojawienie s ksiazki, poswieconej oryginalnemu polskiemu rachunkowi, nie jest
znowu tak dalece codziennym wydarzeniem, aby nignadyto przewidzig ze przy-
najmniej przedmowa do niejelizie czytana przez osoby trzynyeg sé zazwyczaj jak
najdalej od literatury sicacej matematyk Na uwytek tych oséb sprébujemy najprzéd od-
powiedzi€¢ na nasuwaice im s¢ zapewne pytania. Pierwsze pytaniedtie prawdo-
podobnie: co to takiego jest rachunek krakowianowy, czgnkrakowiany? Doklads
wyczerpujca odpowied daje oczywicie cata tré¢ ksiazki, ale ujmujc rzecz orientacyjnie
tylko w paru zdaniach, mina by powiedzié ze krakowiany nie § pojedynczymi wiel-
kosciami, ale, jakby stosaf sk madrze do ducha czasu, zespotami wiétip inaczej
jeszcze — prosteknymi zbiorami liczb zwyklych, tabelkami liczb. Zespoét taki jest sil-
niejszym, lepszym nagdziem do bada obliczeniowych ni pojedyncza, pospolita liczba,
szarak matematyczny, znana wszystkim z arytmetyki czy algebry. Kia kabelka liczb
jest krakowianem, nie jest ¥d nim np. jedna strona tablic logarytméw. Dla przemiany
prostoktnego zbioru liczb w krakowian trzeba mu nagewne wlasnai swoiste, do-
tyczace dziatda matematycznych nad nim. Trzebagevizdefiniowa, w jaki sposdb zbiory
te dodaje s, odejmuje, mnay, dzieli, podnosi do peti. Nie wymieniamy tu specyficz-
nych dla krakowianéw dziata ktérych same nazwy nic by nie mowity. Ngsie nasu-
wajace sk pytanie jest zapewne: do czegozsghkrakowiany? Czy odkrywajone nowe
Swiaty, jakoze zrodzity s¢ pierwotnie dla potrzeb astronomii, czy: teel ich jest skrom-
niejszy? Jest skromniejszy. Krakowiany utatwity wprawdzie w 1930 r. rozpoznanie plane-
tarnej natury nowo odkrytego wowczas ciata niebieskiego, dalekiego Plutona (mowi o tym
wydarzeniu obszerniepkélnik Obserwatorium Krakowskiegdr 26, nie wspominag
zresz4 o roli krakowianéw ) i mee oddadz i w przyszidci podobne ustugi, ale w za-
sadzie ma one w swym programie co innego: ekonembzumowa matematycznych,
osiagary za pomog bardziej wyrazistych nidotychczasowe wzoréw, oraz utatwianie prac
obliczeniowych. Ponadprogramowo niejako prowgadae jednak do odkéy W ten sposob
w algebrze wykryly one nowe metody roawywania rowna, zastosowane z wielkim
powodzeniem w astronomii i zgnierii, w geometrii doprowadzity do znalezienia podsta-
wowych zwihzkéw poligonometrii kulistej, reforma¢ odndna dziedzirg astronomii mate-
matycznej. O ile chodzi o matematykbliczeniowa, to szczegblp cecly krakowiandw,
cechy dos¢ ukryta, znar tylko osobom, ktére sinimi postuguj, jest sprowadzana przez
nie redukcja pracy n$jowej potrzebnej do wykonywania rachunkéw. Pochodzi ona
w dwzym stopniu ze zrealizowania zasady Kartezjusza (z rozprawy tego filGzofia@to-
dzie), aby, o ile mana, rozdrabnia kazde zadanie na drobniejsze, po czym razywvad
czesci jego po kolei. Rachunek krakowianowy rozktadarsa 2 czsci: najprzod wediug
znanych wzoréw rozmieszczamy dane liczbowe zadaniagpméstza stosujemy uniwer-
salny mechanizm prostych regut rachunku krakowianowego. Ostateczny wynik jesé taki,
niektore rachunki, znane ogolnie jako bardzoailoive, staty s¢ wprost rozrywk dla
wykonawcy. Trzeba osodzie wyprobowd, aby s¢ przekond, jak daleko siga dokonana
w ten sposéb reforma.aSvprawdzie osoby, niegine nowemu rachunkowi, ktére twier-
dza, ze krakowiany rzekomo niczym niezrda si¢ od innych liczb zespotowych, zwanych
macierzami, wynalezionych agto 100 lat temu przez W. Hamiltona, dyrektora Obser-
watorium w Dublinie. W ksizce naszej rozpatrujemy parokrotnie veriyle zalety i wady
krakowianéw i macierzy, tutaj zgprzypomnijmy tylko,ze najwitkszym niczym w mate-
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matyce jest zero, uwa sk z& czsto (bodaie stusznie) zero za najpliszy wynalazek
w matematyce praktycznej (...)".

»(...) zastosowania krakowiandéw odznaezaje znaczm rozpktoscia. Rachunek kra-
kowianowy, o ile w ogodle gdziedotart, przyjmowany byt na ogélyczliwie, jak wnios-
kowat mazna z duej przychylnej mu literatury (patrz bibliografia w tau kshzki)
zar6wno polskiej, jak i zagranicznej. Fakt ten jesi¢cdaymowny, jeeli zwazymy, ze
ksiazka niniejsza jest pierwszym obszerniejszym wyktadem krakowianéw; ogtaszane byty
dotychczas tylko mniejsze lub ¢lisze rozprawy monograficzne i zastosowania. Z uwagi
na dua ilos¢ prac péwigconych krakowianom w polskim ghiennictwie technicznym,
zastanawiaice jest milczenie, jakie otacza teforme matematyki praktycznej w Polsce
w literaturze fachowych matematykow, z jednym atliem w czasach nowszycHasady
algebry wyszejprof. W. Sierphskiego. Sprawie tej natg poswieci¢ par uwag.

Matematyka polska stoi wysoko. Ghaiekoniecznie jest sido tego tak bardzo prze-
konanym, nieraz o tym czytéthy w pismach naszych, czasem stysmaji ex cathedra
(w Polsce). Ale matematyka nie jest pniem o jednyzie: s w niej r&ne konary. Jest
wiec matematyka abstrakcyjna, niediz# o rzeczywist&, obracajca st gtéwnie
w $wiecie wlasnych peg, narzuconych nam zregzprzezswiat zewrtrzny, i jest mate-
matyka stosowana — naszym zdaniem réwnie «czysta» jak matematyka abstrakcyjna,
ale trudniejsza, gdypotrzebujca do swych wywoddéw wejrzenia w stosunkiswiecie
fizycznym, i jest wreszcie, coraz siszego dzisiaj nabiergja znaczenia gat — mate-
matyka praktyczna, zajmiga s¢ obliczeniami. Ta gak ma zresz rowniez do czynienia
z problematylk matematyki czystej i to nawet bardzo wysokiej, o ile chodzi o wspdtczesne
maszyny — szybk@iowce matematyczne. W Polscérad fachowych matematykéw upra-
wiana jest gidwnie gak, wymieniona przez nas na pierwszym miejscu, matematyka
abstrakcyjna. Prac obliczeniowych prawie nie ma i patrgynainie z gory. Na jednym
Z naszych najbardziej «przyziemnie» w matematyce usposobionych uniwersytetow student
matematyki, do ktérego skierowano fve o wykonanie jakiegotrudniejszego obliczenia,
odpowiada dumnie: ateja jestem matematykiem, zwidie skt z tym do rachmistrza
(autentyczne). Tymczasem jednak organ hyeiany zamiera, a matematyka rozuméwa
nie nauczy liczy. Kto sam nie rachuje, nie m® mig i faktycznie nie maadnego wy-
obrazenia o problemach matematyki praktycznej. | to jest gtéwny powdd matego zaintere-
sowania si matematyk wykonawca wsréd zawodowych matematykéw polskich. Ma-
tematycy abstrakcjofii, o ile sami nie rachaj po prostu nie umigjrachowé (jest to
bynajmniej nietatwa sztuka!) i nieqdez w stanie ocewitych oszczdnasci myslowych,
jakie daje ta lub inna forma rachunku.

Ale istnie i inne jeszcze powody — o ile chodzi o krakowiany — do §oargliwego
stosunku do nowego rachunku. Krakowiany nieanpeiwnej wlasnéci, ktéra sa obdarzone
inne pokrewne liczby zespotowe, wprowadzone przed 100 laty, zwane «matrycami» czy te
«macierzami»; nie majmianowicie wlasnéci «faczndci» wzgkdem mnaenia, takze
a(bo) # (ah) ¢ Nieposiadanie tej wlaskoi istotnie komplikuje nieco wyprowadzanie, czy
tez przeksztalcanie wzoréw, ale w praktyce stokrotnietsiwyrownywa, bo wzér wy-
prowadza s jeden raz, a rachujeesnim setki razy, a ,mneenie” krakowianowe jest
dogodniejsze od «matrycowego». Wspomniana wigsiloczynu powoduje jednak pe-
wien izolacjonizm algebry krakowiandw. W przeciwséwie do macierzy, krakowiany
(«0 kolumnach i wierszach liniowo niezahgch») nie stanowi tzw. grupy wzgidem
mnazenia. Oté nienalgenie do «grupy» [cO natg rozumi€: niespetnianie warunkow
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grupy algebraicznej — przyp. autorow] stanowi o nierela ich zarazem do «pigienia»

i «pola» [wg wspbiczesnej terminologii do ciala algebraicznego — przyp. autoréw], jednych
z gtéwnych obiektéw badawspoétczesnej algebry abstrakcyjnej. Naszym zdaniemije
jakies uzyteczne pajcie nie pasuje do koncepcji teoretycznych, to raczej teoria powinna
ulec stosownej modyfikacji.azresz4 przyktady na to w matematyce. Wiadomo rie. od
drugiej potowy XIX w. zasadniczemu leibnizowskiemu gooji rachunku réniczkowego,
pojeciu rézniczki, grozito wniesienie go na indeks, wzkgm razie przestano mu oddaiwa
honory w podg¢cznikach analizy. WWy¢szej Matematycé. Hoborskiego (1923 r.) czy-
tamy np.,ze «w nowszej matematyce poie r@&niczki stato si zbgdne». Tak czy nie, ale

w rozpowszechnionym kursi@achunku réniczkowegaprof. F. Leji (1949 r.) spotykamy

je znowu i wcale si nie zanosi,zeby mialo znika¢ np. w rozwaaniach astronomii
matematycznej. Wedlug znakomitego, niedawno zmarlego matematyka francuskiego
Lebesgue’a, rozdziaty o utamkach i liczbach dziesich powinny by usunite z naucza-

nia szkolnego, zagbione przez jego koncepcliczb rzeczywistych. Nieaslzimy, zreszt

nie sami jestamy tego zdaniazeby to s¢ miato st&, gdyz pozyteczne mylowo pogcia

maja zapewniony byt.

Podajemy tu jeszcze garstiesciwych informacji dla czytelnika — matematyka o przy-
czynkach naukowych, agjnietych przez matematgk krakowianow, a wytazonych
w ksiazce (patrz rowniz nasa not On the use of Cracovians for Theoretical Purposes in
Pure and Applied MathematicActa Astronomica, c. 4 (1949), pp. 97-100).

Abstrahujc od pogcia krakowianu i jego wiasioi, podanych w pierwszym rozdziale,
w drugim rozdziale znajdzie czytelnik wyniki roziea stanowicych fundament nowego,
przez krakowiany otwartego, dziatu sferyki: poligonometrii kulistej.$Wietle ogolniej-
szego ujcia zagadnig trygonometrii sferycznej okazatoesize dwa podstawowe uktady
wzoréw tej trygonometrii: 9 wzorow Gaussa — Cagnoli i 4 wzory Delambre’a stanowi
dwie catkiem odmienne postacie tego samego faktu geometryczmeguanowicie po na-
daniu kuli szeregu obrotéw, odpowiaglajch wszystkim kolejnym elementom wieldl
kulistego, kula powraca do swej pozycji gipwej. Ujcie tego faktu we wzory mate-
matyczne prowadzi do podstawowych amkiow poligonometrii, ktorych szczegélnym
przypadkiem dla troja kulistego § wymienione podstawowe uklady wzoréw trygono-
metrii kulistej. Wzory poligonometrii kulistej zmienigjstosowany przez astronoméw
sposOb rozwizywania zagadnie poligonometrycznych: rozktadanie wielgw na tréj-
katy stato s¢ zbedne wobec istnienia rozg@ania wprost.

Poza tym w Il rozdziale jest muzy innymi krakowianowe ggie schematu Hornera
i innego problemu, quasi-krakowianowe manie wielomianéw 2 argumentéw (odmienna,
podstawowa cegietk@lgebry pdrowej T. Kochmaiskiego), metoda obliczania szeregu
(ponielad praca zespotu Obserwatorium Krakowskiego) — rzecz szczegéliniea vida
ewentualnego zastosowania w maszynach — sZglikecach i wiele innych tematéw,
ktérych nie kdziemy wymieniali, odsytag czytelnika do spisu rzeczy. Wspominamy tyl-
ko jeszczeze w teorii obrotow ciata sztywnego z tatée® rozwigzany zostat problem
rozktadu danego na 3 obroty naokoto osi wspdlngch, kedacy nie do rozwiktania we-
dtug Olinde Rodriguesa.

W Il rozdziale ksizka daje wzér na rozwzanie ukladu réwna liniowych. W po-
réwnaniu z wyznacznikowym rozg#aniem Cramera wzér odznacza sivym elemen-
tarnym charakterem i zupefrogéindcia oraz tym zwlaszczaze w przeciwiéstwie do
wzorow klasycznych me@ by faktycznie zastosowany niezatée od ilcci niewiado-
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mych. Rozwizanie oparte jest na specyficznie krakowianowym dziataniu, rozkltadzie da-
nego krakowianu na czynniki elementarne oraz nacpojilorazu dowolnych (konforem-
nych) krakowianéw. W szczegdlnym przypadku symetrycznego uktadu fidpnoavadzi

ono do wycigania pierwiastka krakowianowego z krakowianu wspotczynnikéw réwna
Wspomniane czynniki elementarne nie tak prosto defirsigj w rachunku macierzowym

i moze dlatego s w nim nie pojawily, chociaodgrywaj tak wana role w ogélnym roz-
wiazywaniu. Prowadgone do prostej metody obliczania rangi krakowianu (ktéra réwna si
ilosci wierszy tych czynnikéw) i wartai wyznacznika.

Rozwigzywanie symetrycznego ukladu rowingako odgrywajce wielky role w zasto-
sowaniach, jest szczeg6towo wypracowane. Naledr&niaé rozwiazania nieoznaczone
i oznaczone. To pierwsze, ktére nashato w praktyce gtowne trudém, krakowianowy
pierwiastek rozwjzuje blyskawicznie (nie jest prawdze rozwhzanie to pochodzi od
Choleskiego). Dla rozwrania oznaczonego, stosunkowo fatwego, krakowianywzgry,
ktérych szczegdllnymi przypadkami smetody Choleskiego i Doolittle’a, uzyslkajw ten
spos6b wspdlne i tatwe uzasadnienie obydwu i prosty klucz do rachunku. W ten sposéb
krakowiany prowadg tez do nowego algorytmu metody najmniejszych kwadratéw, od-
miennego od klasycznego algorytmu Gaussa, a ¢uitisfacego zawiktan dotychczas
metod: szerszym rzeszom pracownikow nauki.

Metodzie najmniejszych kwadratéw, opartej na nowym algorytmidwigoone g
rozdzialy ksazki, poczynagc od VI. Wyklad jest bardziej elementarny: pirzewanie, czy
tez wytacznie w podecznikach, ktére dla znalezienia minimum sumy kwadratow pozo-
statgici postugui sie rachunkiem réniczkowym. Posfpowanie takie z reguly jest nie-
Sciste, o ile opiera sgitylko na przyréwnaniu do zera pewnych pochodnych, i zostalo przez
piszcego zasipione, czsciowo nie bez trudu, wyprowadzeniem opartym na dziataniach
algebraicznych, magych zreszt i te zalet, ze prowadzi do wyraen na sum kwadratéw
pozostatéci.

W ostatnim rozdziale znajdujesskilka drobniejszych wynikéw, dotyazych rachunku
wyréwnawczego, co do ktérych odsytamy czytelnika dazksi Nadmieniamy,ze pozo-
stawatoby jeszcze do zbadania, w jakim stopniu wzory krakowianowe, dogypmblemu
Hoene-Wraskiego (rozktadu dowolnej funkcji na szereg wedtug danych z géry funkcji) —
ostatni paragraf ksiki — s praktyczniejsze odddacych w wyciu (Courant — Hilbert,
Methoden der mathematischen Phy4i@31, tom I, rozdz. I1) (...)".

4. Astronomia teoretyczna

Osiagniecia profesora Banachiewicza w dziedzinie astronomii teoretycznégtat-
ne [17]. W 1906 roku przedstawit Akademii Paryskiej praogolniajca powszechnie
znane twierdzenie Lagrange’a dotyce problemu trzech ciat. Praca ta zyskata uznanie
uczonych tej miary co Poincaré, Moulton i Lovett.

Banachiewicz wykazat bdincs¢ teorii Gyldena—Brendela w zastosowaniu do matych
planetek w ssiedztwie Jowisza. Na podstawie uzyskanego przez siebie kryterium roz-
bieznosci Banachiewicz wykazake szeregi Gyldenasv ogdle rozbiene dla planet typu
Hilda (2/3) i Thule (3/4).

Wiele uwagi Banachiewicz gwiecit rownaniu Gaussa

sin(z- q)= msir’* z,



18

ktore odgrywa zasadnigzole w wyznaczaniu orbit eliptycznych. Stostujwzor Jozefa M.
Hoene-Wraskiego, podat proste rozawanie réwnania Gaussa za pomazybko zbie-
nego szeregu oraz g odpowiednie tablice upraszczeg rachunki. Te tablice Bana-
chiewicza weszty do znanych tablic Bauschinger—Strackafeln zur theoretishen
Astronomie.

Wiele uwagi péwiecit rowniez Banachiewicz wielokrotnym rozazaniom w zagad-
nieniu wyznaczania orbity parabolicznej z trzech obserwacji. Wbrew opinii Legendre’a,
Vogela, Chaliera i innych, ktorzyadzili, ze wykazali jednoznacz§é wyprowadzenia
orbity na podstawie trzech obserwacji, a tym samym niewg6 istnienia potréjnego roz-
wiazania, Banachiewicz udowodnie istniej potréjne rozwizania przy pewnych osobli-
wych warunkach, a mianowicie dla komet widzialnych w pab8taca, a take dla komet
prawie stacjonarnych i to przy dowolnej elongacji. Byt to wielki sukces polskiego astro-
noma, ktéry zauwat, ze rbwnanie Lamberta, na ktérym oparli swe wywody Legendre
i inni, w wymienionych warunkach nie ma zastosowania. Wynik Banachiewicza agbit si
glosnym echem w literaturzeviatowe;.

Jednak najpowaniejsze osigniecia Banachiewicza w astronomii teoretycznej to mo-
dyfikacja i uproszczenia metody Olbersa wyznaczania orbit parabolicznych oraz przy-
stosowanie jej do wymogow rachunku zyciem arytmometrow. Modyfikacja metody
Olbersa wyznaczania orbity parabolicznej spotkaaz gpowszechnym uznaniem i weszta
do podecznikéw jako metoda Olbersa—Banachiewicza. Nowe metody, tzw. metody bez-
posrednie i kwaternionowe (kwaterniony to pewne uogdlnienia liczb zespolonych), wpro-
wadzit Banachiewicz do problemu poprawiania orbit, ugoujve wzory krakowianowe
skomplikowane zagadnienia wyptijacych tam wspotczynnikéw ediiczkowych.

Pierwsza z tych metod oparta jest na rzutowaniu przemieszczania heliocentrycznego na
osie orbitalne, a druga operuje rzutami na pramiedzcy i dwa kierunki prostopadte do
niego. Obie metody wprowadzaafo rachunku uproszczenia, przejrzyéto niezkydm
kontrok. Metody te mana stosowa do orbit o dowolnym mimgodzie. § praktycz-
niejsze od metod wcgriejszych i rozpowszechnityesiv srodowisku astronomow.

Banachiewicza cechowata wyikowa umiegtnos¢ wykrywania cudzych kHow. Jego
krytyka zawsze miata charakter konstruktywny. Wytgkajudze bidy, wskazywat wici-
we rozwizanie lub drog ku niemu.

Wiekszas¢ z wybitnych osignie¢ polskiego uczonego statoesmozliwe dzieki wy-
nalezionemu przez niego rachunkowi krakowianowemu. Algorytm Banachiewicza metody
najmniejszych kwadratéw w astronomii wyrugowat algorytm Gaussa. Algorytm Bana-
chiewicza nie wymaga rachunkuwrdczkowego, przez co staje sizerzej stosowalny.

Wyprowadzony przez Banachiewicza ogolny wzor poligonometrii sferycznej, bez-
skutecznie poszukiwany przez matematykéw okoto sto lat, zastosowany do trygonometrii
sferycznej uwidocznit nieznane wdénéej, a istotne osobliniei jej wzoréw, ktére uszly
uwadze matematykow tej miary co Gauss, Euler, Monge, Delambre i in. Wzory poli-
gonometrii sferycznej pozwatajozwiazywaé wielokaty sferyczne bezpgoednio bez po-
trzeby rozktadania ich na poszczegolne utyjksferyczne [15, 18, 19]. Ma to istotne zna-
czenie w niektorych zagadnieniach astronomicznych. W szczégdlpmoblem libraciji
Ksiezyca dzeki wzorom poligonometrii sferycznej i krakowianowemu algorytmowi naj-
mniejszych kwadratéw, wiaiwie sformutowany przez Banachiewicza, ruszyt z martwego
punktu, w jakim tkwit jeszcze od czas6w Bessela.
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Do istotnych osignig¢ Banachiewicza, ktore publikowat w swoich licznych pracach
naukowych, naley zaliczy: klasyczne wyznaczenie orbity Plutona, tablice precesji oraz
wyznaczenie fikcyjnych przyktadéw w zagadnieniu wielokrotnych raezaii lub rozbie:-
nos¢ szeregéw w teorii Gyldeéna—Brendela.

Banachiewicz podejmowat tag badania teoretyczne takich zjawisk, jak bieg promieni
w atmosferach planet, teoria ruchdw ekgcdéw Jowisza czy aberracja satelitéw planet
(znane jest prawo aberracji Banachiewicza).

Tadeusz Banachiewicz byt nie tylko teoretykiem, ale réwmgbitnym i zamitowa-
nym obserwatorem. Ogtoszone przez niego efemerydy okultacji gwiazd przez planety
przyczynity se m.in. do zaobserwowania zakrycia gwiazdy 6G Librae przez Ganimedesa,
trzeciego satekitJowisza, zjawiska jedynego w astronomii.

5. Idee krakowianowe w geodezji

Tadeusz Banachiewicz ma istotny wktad w rozwoj metod teoretycznych geodezji. Opra-
cowat teor¢ obrotow opierajca sic na krakowianach, ktd@rnasgpnie rozwirat w poligo-
nometre sferyczn, ktérej szczegdlnym przypadkiem jest trygonometria sferycznacmaj
olbrzymie znaczenie w astronomii i geodez;ji.

Banachiewicz wiele uwagi gwiecit modyfikacji metody najmniejszych kwadratow,
bazujc na krakowianach [13]. Unabiwito to opracowanie w szczegdléa nastpujacych
waznych zagadnie geodezji: waicie w przdd i zadanie Hansena (opracowat T. Banachie-
wicz), wciecie wstecz (opracowat T. Kochiigki) i zadanie Mareka (opracowat A. €lir
ski). Nalezy tu zauway¢, ze znakomita wikszai¢ zada obliczeniowych geodezyjnych to
zadania rozwizywane metog najmniejszych kwadratow.

Wyktadapc geodezj [13], zetkrt si¢ Banachiewicz z tzw. odwzorowaniem Gaussa—
—Krugera, w wyniku czego podat preshetod numerycza rozwigzywania réwna roz-
niczkowych dla odwzorowakonforemnych (wiernaknych). Odwzorowania konforemne
wiaza Sie z mnaeniem szeregow. Powstato opracowane przez T. Ko@skiggo roz-
szerzenie krakowianéw w postaci tzw. algeladrpwej, a nagpnie dalsze rozszerzenie na
teorig ciagdw wielowymiarowych.

Z odwzorowaniami konforemnymi wie sk takze odwracanie szeregéw geodezyjnych,
ktére opracowat dla odwzorowéonforemnych T. Kochmiski, a ogdlia metod; odwra-
cania szeregdw geodezyjnych K. Koziet [13]. Przede wszystkim w rachunku wyréwnaw-
czym krakowiany maj szczegolnie przydatne cechy. Najlepiej nads¢g do rozwizy-
wania zada wyréwnawczych, a viize sk to z istnieniem kwadratu krakowianowego,
ktérego obliczanie jest odpowiednikiem pkngg od wspotczynnikéw réwmapoprawek
do wspotczynnikéw réwnanormalnych, jak réwniez istnieniem pierwiastka kwadrato-
wego krakowianu, ktérego obliczenie jest podstaajlepszych algorytmow i to zaréwno
dla obliczé recznych, jak i komputerowych [9].

Po $mierci Tadeusza Banachiewicza w wielu pracach naukowych z geodezji wyko-
rzystywano krakowiany. W geodezji od ponad wieku znane jest zagadnienie wyréwny-
wania duych sieci geodezyjnych [4]. Podziat deh sieci geodezyjnych na bloki za-
proponowat w 1880 r. Helmert, a w 1935 r. metoda wyréwnywanig/alusieci, po-
legapca na podziale wynikdw obserwacji na grupy, zostala ponownie zaproponowa-
na przez Pranis-Praniewicza. Z metddokéw Helmerta do potowy XX w. byla zwdana
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metoda Gaussa, k#istosowano przy redukcji ei niewiadomych z ukladéw réwna
normalnych. W 1955 r. Hausbrandt wprowadzit krakowiany do wyréwnywantgctu
sieci geodezyjnych. S. Hausbrandt jako pierwszy wskazat zalety rachunku krakowiano-
wego, a szczegolnie pierwiastka krakowianowego do redukcji niewiadomygétioszo
niezalenych (niewiadomych wewatrznych) wysgpujacych w uktadach réwnanormal-
nych, odpowiadacych poszczegélnym blokom sieci. Metoda blokéw Helmertzkdzi
podziale duej sieci geodezyjnej na mniejsze bloki pozwala na réwnolegte opracowa-
nie tych blokéw. W latach 60. [4] modyfikowano i uog6lniano metbtbkéw Helmerta.
Znane § tu wyniki Gazdzickiego (1962 r. i 1963 r.), ktéry m.in. dostosowywat krako-
wianowe algorytmy wyréwnywania dej sieci geodezyjnej do oblicze uzyciem kompu-
terow, oraz wyniki Wéniewicza (1965 r.), ktory tede wykorzystujc rachunek krakowia-
nowy, rozwaat przypadek tzw. wielopoziomowego podzialu sieci geodezyjnej na bloki.
Takie podejcie jest konieczne, gdy ze wedl na wielké¢ wyréwnywanej sieci geode-
zyjnej jednorazowy podziat wyznaczanych parametrow na grupy niewiadomyéioezo
niezalenych (niewiadomych wewatrznych) i jeda grupe niewiadomych wizacych (nie-
wiadomych zewetrznych) nie wystarcza.

W nastpnych latach powstato wiele prac [4] §@oeconych udoskonalaniu lub two-
rzeniu nowych algorytméw. Wyniki w tym wzglzie z wykorzystaniem rachunku kra-
kowianowego maj Ztatanow (1969) i Baran (m.in. 1977, 1981, 1982), ktéry zajmowat si
wyznaczaniem krakowianéw wariacyjno-kowariancyjnych.

W ostatnich dziesgtioleciach rozwigta sk takze inna metoda wyréwnywania dich
sieci geodezyjnych [4]. Metoda ta wykorzystuje tegnioceséw stochastycznych i zostata
nazwana metadsekwencyjnego wyréwnywania. Tak jak w metodzie blokéw Helmerta
w metodzie sekwencyjnego wyréwnywania dokonugepsidziatu sieci na bloki, ale opra-
cowanie tych blokow odbywacspo kolei, a nie rownolegle. Pewne wyniki dotycz tej
metody nalea do Kalmana (1960), Lee (1964), Ztatanowa (1969), Pachalskiego (1970)
i Sikorskiego (1979).

Z przytoczonych powsej faktow wynika,ze rola krakowianow, szczegoélnie w czasach,
gdy ludzka¢ nie dysponowata dobrymi maszynami ficgmi, byta istotna w rozwoju
geodezji. Jednak w latach 60. i 70. XX w. zaistnialy istotne zmiany w metodach i tech-
nikach obliczé geodezyjnych. Arytmometry mechaniczne (na keykikelektryczne wy-
szly z wycia i zostaly zagpione przez zwykte i programowane kalkulatory elektroniczne
oraz zacgly si¢ pojawi& rozmaitego rodzaju komputery, ktérych druga fala (tzw. kom-
puteréw osobistych) pojawitaesiv ostatnim dziegtioleciu XX w. i nadal obserwuje esi
w tym wzgkdzie ogromny posp. W takiej sytuacji pojawia sipytanie o ra¢ krako-
wiandw wspotczénie. Czy w ogdle postugiwaniegskrakowianami ma sens? Wydaje,si
ze take wspotczénie rola krakowiandéw nie traci swego praktycznego znaczenia [7, 9],
gdyz dla wspétczesnych maszyn liggch nie jest obejne, jakim sposobem (krakowia-
nowo czy macierzowo) dane zadanie jest razywivane. Czas pracy dobrych komputeréw
jest bardzo drogi. Czas oblidze wyciem krakowiandw jest znacznie krotszy od czasu
obliczeh zadania za pomacrachunku macierzowego. Ponadto w rachunku krakowiano-
wym istnieje maliwos¢ ciagtej kontroli obliczé, co niekiedy pozwala unilkd koniecz-
nosci powtérnych oblicze. Nadto wiele probleméw praktycznych rozmywanych kra-
kowianowo daje siprosciej sformutowa i rozwiazec [8, 9].

Tadeusz Banachiewicz zasyt sie takze na terenie geodezji praktycznej. W latach
1945-1951 piastowat dodatkowo funkdjierownika Katedry Geodezji \Wgzej i Astro-
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nomii w ramach Oddziatu Geodezyjnego Wydziatéw Politechnicznych Akademii Gorniczej
w Krakowie [7, 13]. Po studiach Banachiewicz wyznaczy sikzkosci dla wielu punk-

téw Rosji. Jeszcze przed pierwswojna Swiatowa po powrocie do kraju organizowat
pierwsze pomiary grawimetryczne w Polsce. W 1929 roku opublikowal wyniki na temat
eliptyczndci réwnika ziemskiego. W latach 1919-1939 kierowat niwala€jakéw—
—Kielce. W tym czasie zostaly tak wyznaczone wspékdne astronomiczne punktu trian-
gulacyjnego koto todzi. Banachiewicz organizowat wiele innych ekspedycji naukowych
majacych na celu pomiary grawimetryczne lub obserwacjémi Stonca. Wkcej
informacji na ten temat nioa znale¢ np. w [6-8 i 13].

6. Maszyny obliczeniowe

Tadeusz Banachiewicz wprowadzit krakowiany, aby uspréwhliczenia na arytmo-
metrach. Interesowateshajnowszymi osignieciami nauki, zwracag szczegoéla uwag na
usprawnienia w technice obliczeniowej. W czasach, gdyksais¢ rachunkéw astrono-
micznych wykonywano jeszcze za poraauwakOow logarytmicznych i #iego rodzaju
tablic, Banachiewicz przewidziat rozwdj techniki obliczeniowej. Swymi wiad@mmi
0 budowie i dziataniu maszyn ligzych, zaczerprtymi z kshzek, wyniesionymi z kon-
ferencji naukowych, dzielit giz innymi na zebraniach naukowych Obserwatorium Astro-
nomicznego (prot. zebr. nauk. z dn. 25.06.1937, 23.06.1937 r. i in.) [20]. Profesor Bana-
chiewicz byt entuzjastliczenia za pomac,mozgu stalowego” i propagowat to w Polsce.

W swoim jubileuszowym przeméwieniu, méwio ostatnich oggnieciach astronomii ra-
chunkowej, wypowiedziat nagiujace zdanie: ,Dzieto, o ktorym mowa (pozycje wielkich
planet w okresie 1653-2060) zawiera przeszio potora miliona liczb, dla otrzymania
ktérych potrzeba byto ay¢ okoto 200 miliondw cyfr. Levervier z posiadanymi przeg si
srodkami musiatby pracowanad nim 300 lat (...). Otwiergjsic nowe horyzonty przed
rachunkami wielkiej wagi dla ogotu” [17].

Niejednokrotnie profesor Banachiewicz podiae wartas¢ nowych metod czy ma-
szyn zaleaca od celu, wykwalifikowania itp. czynnikéw. Uwal, ze istniep dwa rodzaje
maszyn. Pierwsze to maszyny do liczenia, a drugie to maszyny denmy Moéwit
(prot. zebr. nauk. z dn. 14.10.1949): ,Maszyny wykonuje Ameryka, a pomysty pachodz
z Europy”.

Banachiewicz bezskutecznie zabiegal o fundusze na sprowadzenie maszyn do liczenia
Z zagranicy (ze Szwajcarii, Standw Zjednoczonych) (prot. zebr. nauk. 17.10.1952) [20].
Okazywalo si czsto, ze: ,Maszyny w krajach, gdzie praca jest nie bardzo wynagradzana,
sa drozsze od ludzi, brakuje funduszy na ich zakup lub wyppenie” (prot. zebr. nauk.
17.01.1947).

Wielokrotnie Banachiewicz wskazywat na potrgédmnstruowania maszyn do liczenia
do celéw astronomicznych, bowiem stosowanie ich datoby wielkie uproszczenia w ro
nego rodzaju rachunkach (prot. zebr. nauk. z dn. 25.06.1937, 20.11.1953, 2.04.1954,
4.11.1949, sprawozdanie PAU, t. XLII (1937), Nr 7, s. 191). Kiedy profesor Kagdkina
wygtlosit referat o swoim projekcie nowej automatycznej maszyny rachunkowej, dosto-
sowanej do operacji krakowianowych, prof. Banachiewicz stwierdeit,,naprzéd nale-
zatoby skonstruow@jedra maszyr dla celéw prébnych i dydaktycznych i zaintereséwa
nia mtodych, ktorzy nagpnie uzupetniliby swoje wyksztatcenie za granigpo powrocie
mogliby zaj¢ si¢ realizacy maszyn rachunkowych” (prot. zebr. nauk. z dn. 14.03.1952).
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Na zebraniu PAN w dn. 15.03.1954 r. prof. Banachiewicz mocno zaznaczyt zawrot-
na szybkd¢ wykonywania pracy rachunkowej, kidnazywat ,muzyly przyszigcei’ (prot.
zebr. nauk. z dn. 8.07.1949) [20]. Przewidywat n&dejnowej ery maszyn ligeych,
sprawniejszych i szybszych od ftijludzkiej. Rzeczywdcie, wkrétce, w latach 60. XX w.
pojawity sk maszyny matematyczne patysiccy razy szybsze od tych z lat 50. Ekii
temu,ze wytkownicy maszyn licacych (do nich zaliczat siw pierwszym rzdzie Tadeusz
Banachiewicz) domagali sicoraz lepszego spitti pozwalajgcego na prowadzenie obli-
czen w ramach nowo powstgjych teorii, dokonat giw ostatnich dziegtioleciach XX w.
ogromny postp od maszyn elektronicznych—przek&kowych i elektronicznych—lampo-
wych poprzez tranzystorowe maszyny dcg do komputeréw opartych na ukladach
scalonych z wykorzystaniem technik nariginierii materiatowej. Pogp w dziedzinie
bada nad szybko przebieggymi zjawiskami fizycznymi, technologimateriatéw i pro-
jektowaniem sieci logicznych umiliwit skokowa zmiary w dziedzinie szybki, od
mikrosekund (1us — czas charakterystyczny przenoszenia informacji dla maszyn realizo-
wanych na bazie lamp elektronicznych) do nanosekund, ktéra dokogala giszystkich
poziomach maszyn matematycznych. Dzisiejsze maszyny cyfrowe, apeegaje dziata-
nie na zjawiskach pétprzewodnictwa, nadprzewodnictwa, cienkich warstw magnetycznych
i technik nanoiaynierii, pracuj wielokrotnie ,szybciej ni mysl”. Stosowane s wszdzie:
w przemyle, medycynie, szkolnictwie i nauce, projektowaniu, planowaniu, gospodaro-
waniu, budownictwie itp. W zasadzimdna dziedzina nauki bez szybkich maszynalicz
cych nie mae sk nalezycie rozwija. Wigc sformutowanie Banachiewicza ,muzyka przy-
szidsci” na okrelenie zawrotnej szybkai obliczeniowej zmaterializowatogsiv niedtugim
czasie po jegémierci.

7. Poghdy Tadeusza Banachiewicza z pogranicza fizyki i filozofii

Banachiewicz miat wiele ciekawych padbw natury filozoficznej, dotyexych nauko-
wego i sformalizowanego opisu rzeczywistio Ponizej zacytujemy fragmenty niektérych
protokotow zebra naukowych Obserwatorium Astronomicznego UJ.

.1eorie daj ujecie zjawisk otaczafego naswiata, lecz na og6t nie dajch wyttu-
maczenia (tak jak obserwator, ktéry by obserwowat przechodstadd z punktlA do B
i zatrzymupcego st w punkcieC przed wystaw; przez podanie réwnania jego ruchu nie
ttumaczymy przyczyny zatrzymania siv C)” (prot. zebr. nauk. z dn. 11.05.1940) [20].

.1eorie Einsteina i Kopernikaasto pewne sposoby opisanfwiata, a opiséwswiata
moze by nieskaczenie wiele. Im dalej jednak posuwamy i obserwacji zjawisk, tym
wigksze wymagania stawiamy opisodwiata” (prot. zebr. nauk. z dn. 11.03.1938).

,Gtowne poparcie teorii Kopernika daje teza, zasadnicza w teorii materializmu dia-
lektycznegoze wszystkie zjawiska natg rozpatrywa tacznie, a nie w oderwaniu jedne od
drugich. Prof. Banachiewicz powotuje sresz4 na swoj artykut z 1923 r. (Rocznik Astr.

T. Ill) [20]. Przypomina przyktad samolotu kurgoggo medzy Warszaw a Krakowem
i wskazuje na potrzebnaszego umystu uvania przedmiotéw ruchomych i nierucho-
mych” (prot. zebr. nauk. z dn. 9.09.1949) [20].

»Zagadnienie prawdziwai ukltadu Kopernika gy w innej ptaszczgnie niz u Foka
i Minnaerta. Umyst ludzki potrzebuje uktadu nieruchomego dla wysinia sobie zjawisk
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natury. Jeeli zas nawet nie ma tego u Einsteina, to przyszly fizyk znajdzie na pewno wzér
ujmujacy wszystko i formalnie pozwal@gy zrezygnowé z uprzywilejowanego ukladu”
(prot. zebr. nauk. z dn. 9.10.1953) [20].

Jako wszechstronny uczony Banachiewicz interesowahanowszymi osignhicciami
nauki. Czytat wiele publikacji i kskek naukowych, jak np.: ,Teoria wzgincsci wiele za-
wdzigcza obserwacjom astronomicznym. Z obserwacji gwiazd zmiennychier@owych
okazuje si, ze szybké¢ $wiatta niezalena jest od ruchurddia swiatta. Astronomia mae
mie¢ za swaoj zastug to, ze poznano energiatomows, badania opieraty sina badaniach
Einsteina” (prot. zebr. nauk. z dn. 8.07.1949) [20].

Banachiewicz uwal, ze ,fizycy mogliby uwzgédni¢c doswiadczenia astronomoéw
w badaniu promieni kosmicznych” (prot. zebr. nauk. z dn. 19.12.1947 [2@]wiystar-
czyloby przeprowadzi eksperymenty w Wieliczce (300 m p.p.m.jlaskich kopalniach
wegla (900 m p.p.m.) w celu sprawdzenia hipotezy Blacketa, analogicznie do pomiaréw
w kopalni ztota koto Johannesburga (prot. zebr. nauk. z dn. 19.12.1947) [20]. Wiadomo
wszystkim,ze wignie badanie kosmicznego promieniowania korpuskularnego przyczyni-
lo si¢ bezpagrednio do odkrycia wielu eatek elementarnych i powstania ich teorii,sdzi
ogromnie rozbudowanej.

Banachiewicza interesowaly nie tylko najdalsze obszary Wéeeath, tajniki, ktore
zaczia odkrywa& nowa dziedzina astronomii — radioastronomia (prot. zebr. nauk. z dn.
13.05.1949) [20], ale tak planety naszego Ukladu Stonecznego. Jako pierwszy astronom
obliczyt orbit Plutona (z bardzo skego materiatu obserwacyjnego) i stwierdzit jej pla-
netarny charakter (prot. zebr. nauk. z dn 18.10.1946 i in.) [20]. Zastanawmtdsatmo-
sfem Wenus (prot. zebr. nauk. z dn. 21.12.194%kiem na Marsie. Juw 1947 r. prze-
widziat loty czlowieka w przestrie kosmicza. Powiedziat wéwczas: ,ldea podnd
migdzyplanetarnych jest wielka i z pewsta bedzie jej pdwiecone wiele wysitkow
i niejedno zycie. Bytoby dobrze, gdyby kfoobliczyt np. drog na Marsa jako préln
efemeryd rakiety” (prot. zebr. nauk. z dn. 6.06.1947) [20].

Niewiele ponad dwadzeia lat p&niej, bo w 1969 r., stopy ludzkie po raz pierwszy
dotkrely powierzchni Ksgzyca. Aktualnie rozwza sk przygotowania do lotu zalogowego
na Marsa.

8. Interlingua

Tadeusz Banachiewicz wielokrotnie podnosit spravprowadzenia na arenie ¢dzy-
narodowej sztucznegezyka, ktérym wszyscy ludzie moglibygsporozumiewd i ktory
-bytby niezaleny od wojny i spraw politycznych” (prot. zebr. nauk. z dn. 6.06.1951) [20].
Motywowat & propozycg nastpujaco: ,Gdyby byt przygty jeden gzyk sztuczny, wszy-
stkie narody bytyby réwnouprawnione” (prot. zebr. nauk. z dn. 26.05.1939) [20]. ,Gdy
chodzi o nas Stowian, to jestBy specjalnie upidedzeni, jéli chodzi o gzyki obce, bo
kazdy naréd stowiaski musi znd jaki$ jezyk, zwlaszcza jdi chodzi o area miedzy-
narodow. Zatem ¢zyk miedzynarodowy ley przede wszystkim w interesie narodéw ma-
tych, cha i parstwa due 9 o tyle zainteresowaneg wybor gzyka pewnego mocarstwa
miatby wielkie znaczenie polityczne, Zgzyk sztuczny jest neutralny” (prot. zebr. nauk.
z dn. 29.11.1946) [20]. Prowadzenie wszystkich zjazddwzykju angielskim lub francus-
kim zdaniem Banachiewicza — ,dawato przewagrodom anglosaskim nad stowws&imi”
(prot. zebr. nauk. z dn. 12.02.1948) [20].
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Jezyk latino sine flexiongednak nie zdat egzaminu, choiektérzy uczeni poatkowo
postugiwali s¢ nim. Ograniczony zaséb stownictwa zaréwno potocznego, jak i technicz-
nego oraz niewielka liczba pagznikéw do naukinterlingua przyczynity s¢ do jego za-
niku. Rocznik astronomiczny przestano wydawatym jezyku w 1955 r., zagpujac go
angielskim, polskim i rosyjskim.

Profesor Banachiewicz byt jedyrmosola w Obserwatorium dobrze postugay sie
interlingua (prot. zebr. nauk. z dn. 20.10.1955) [20].

9. Dodatek — biografia Tadeusza Banachiewicza

Aby bardziej przybliy¢ post& wielkiego cziowieka i wybitnego polskiego astronoma,
podajemy poriej petry i uporzadkowary biografie Tadeusza Banachiewicza, przy sperz
dzaniu ktorej wykorzystalimy rowniez pewne dane archiwalne z Archiwum UJ egbt
niepublikowane.

9.1. Waniejsze fakty biograficzne Tadeusza Juliana Banachiewicza (1882—-1954)

Profesor Tadeusz Julian Banachiewicz urodzit wi Warszawie 13 lutego 1882 r.
Jego ojciec Artur (1840-1910) byt ziemianinem. Miat atelf ziemski we wsi Cychry
(koto Grojca) pod Warszaw Matka Banachiewicza byla Zofia z domu Rzeszotarska
(1852-1920). Tadeusz Banachiewicz byt najmtodszym z tréjki retze. Miat starszego
brata Ignacego Jana (1875-1940), ktéry zmart w obozie koncentracyjnym w Dachau,
i siostke Zofi¢ Anne (1878-1961). Pierwsze lataycia Tadeusz Banachiewicz csizit
w majagtku swoich rodzicéw. Juod najmiodszych lat wykazywat nieprzetcie zdolndci
intelektualne. W wieku czterech lat umiat liézgo tysaca, a w wieku giciu lat dobrze
czytat. W 1900 roku ukiczyt V Gimnazjum w Warszawie, uzyskgjwyréznienie — srebr-
ny medal za wyniki w nauce. dw czasie nauki szkolnej wykazywat wybitne uzdolnienia
matematyczne. Po ukozeniu gimnazjum rozpogk studia na Wydziale Matematyczno-
-Fizycznym Uniwersytetu Warszawskiego, ktore tb@/t w 1904 r. ze stopniem kan-
dydata nauk matematycznych i ze ztotym medalem za rozpramkursovy z astronomii
praktycznej pt.Badania statych redukcyjnych heliometru Respolda Obserwatorium Put-
kowskiego Senat Uniwersytetu Warszawskiego zaproponowatl Banachiewiczowi pozosta-
nie na uczelni w Katedrze Astronomii i Geodezji w charakterze aspiranta, czyli sty-
pendysty majcego przygotowasig do obgcia stanowiska wykladowcy. Niestety, zamk-
nigcie w 1905 r. Uniwersytetu Warszawskiego przez wiadze rosyjskie w odwecie za ruchy
niepodlegtéciowe zniweczyto pierwsze plany naukowe Banachiewicza. Od 1901 roku
(jeszcze jako student) Banachiewicz prowadzit systematyczne obserwacje astronomiczne,
gtéwnie zakry¢ gwiazd przez Ksizyc. Obserwacje te naginie kontynuowat przez wiele
lat juz jako dyrektor Obserwatorium Astronomicznego w Krakowie i to z t@ddkiad-
noscia, ze zyskaly one uznanie obserwatorium w Greenwich. W latach 1906 i 1907
Banachiewicz studiowat w Getyndze, gtéwnie astrofizpld kierunkiem Schwarzchilda.

W roku 1908/1909 pracowat jako asystent u Oskara Backluda w Obserwatorium Astrono-
micznym w Putkowie, prowadz obserwacje astronomiczne i pgdghjac studia matema-

tyczne. W 1909 roku Banachiewicz wrocit do Warszawy, gdzie otrzymat stanowisko mtod-
szego asystenta w Obserwatorium Astronomicznym na ponownie otwartym Uniwersytecie



25

Warszawskim. Jednak po roku, pomimo sukceséw naukowych, nie uzyskal posady na
uniwersytecie. Gtowa przyczyn byta $miert w 1907 r. prof. Aleksandra Wasilewicza
Krasnowa (1866-1907), ktéry wcreej popierat starania Banachiewicza. W takiej sytuaciji
Banachiewicz przeniést sido domu rodzinnego w Cychrach, gdzie przygotowywat si

do egzamindw magisterskich (odpowiednik dzisiejszego kolokwium habilitacyjnego).
W 1910 roku ztayt egzaminy magisterskie w Moskwie (wéméej w 1909 r. dwa egzami-

ny zdat jeszcze w Warszawie). Po 7zaaiu egzamindw magisterskich pratyw 1910 r.
stanowisko asystenta w Obserwatorium Astronomicznym Engelhardta pod Kazaniem,
gdzie przez gk lat prowadzit gldwnie obserwacje heliometryczneeikgta. W 1915 roku
habilitowatl s¢ na uniwersytecie w Kazaniu. W tym samym roku wyjechal z Kazania

i ponownie habilitowat i w Dorpacie (Estonia) na podstawie pralayy szkice z teorii
refrakcji. Nastpnie zostat docentem prywatnym uniwersytetu w Dorpacie, gdzie prowadzit
wyktad monograficzny. W 1917 roku obronit w Dorpacie grat. O rownaniu Gaussa

na stopié@ magistra astronomii. Potem zostat powotany na stanowisko docenta astronomii,
a w marcu 1918 r. na stanowisko profesora nadzwyczajnego astronomii na Uniwersytecie
w Dorpacie. Od pocigku marca do kica maja 1918 r. byt dyrektorem Obserwatorium
Dorpackiego (31.05.1918 r. okupanci niemieccy zagtinz wtedy niezaleny od bol-
szewikow Uniwersytet Dorpacki). W lipcu 1918 roku przy okazji ewakuacji uniwersytetu
do Rosji Banachiewicz zostat zaproszony w charakterze profesora astronomii do Xorone
Z tej propozycji nie skorzystal, gdyjeszcze w maju 1918 r. otrzymat propozysia-
nowiska profesora astronomii na Uniwersytecie Jadiskion w Krakowie. Po krotkim
pobycie w Warszawie (10.1918-03.1919), gdzie jako docent geodezji pracowat na Poli-
technice Warszawskiej, Banachiewicz w 1919 r. wyjechat do Krakowa, hy etgno-

wisko profesora zwyczajnego UJ i jednogze dyrektora Obserwatorium Astronomicz-
nego UJ. Okres krakowski, ktéry trwat 35 lat, bylzyciu Banachiewicza peten obfitej

i owocnej dziatalnéci naukowej, dydaktycznej i organizacyjne;.

Stan astronomii krakowskiej byt wtedy katastrofalny.sBaerci w 1916 r. Piusa Rudz-
kiego obserwatorium kierowat adiunkt dr Wiadystaw Dziewulski. Ze gdigina czasy
wojenne i zabory od wielu lat nie inwestowano w wypgesé&e obserwatorium. W tym
czasie obserwatorium dysponowato dwiema niecgksziymi lunetami, kilkoma niewiel-
kimi przenégnymi lunetkami i dwoma chronometrami oraz kilkoma przestarzatymi i nie-
uzywanymi instrumentami. Budynek obserwatorium przy ul. Kopernika wymagat remontu.
Personel obserwatorium sktadaé gi dwoch oséb: adiunkta Wiadystawa Dziewulskiego
i asystenta Stanistawa Szeligowskiego, ktory zajmoweagigiwnie meteorologi Jesieni
1919 roku Dziewulski przeniostesdo Wilna, a niedlugo potem Szeligowski zakwyje-
chal z Krakowa. Banachiewicz za¢prganizowa dziatalng¢ astronomicza w Krakowie
od podstaw. Zatrudnit nowych pracownikow: Jozefa Witkowskiego, Jana Gadomskiego,
Lucjana Orkisza i z pewnym opdieniem Eugeniusza RybkZaproponowat dwa progra-
my obserwacyjne: obserwacje gwiazd zmiennycimzeniowych (chodzi tu gtéwnie o wy-
znaczenie momentéw minimow jaseotych gwiazd) oraz obserwacje momentow zékry
gwiazd przez Ksizyc. Banachiewicz od razu zagpodejmowé z powodzeniem starania
o lepsze instrumenty astronomiczne. Zorganizowat w 1922 r. rovetéef obserwacyj-
na na potudniowym szczycie (912 m n.p.m.) pasma Lysiny w Beskisizdnim koto
Myslenic. Stag te potem nazwano Lubomir. W tym miejscu odkryto dwie komety:
w 1925 r. komet odkryt Lucjan Orkisz, a w 1936 r. wspotodkryavkomety byt Wihady-
staw Lis. Take niezwlocznie Banachiewicz rozpatzstarania o utworzenie wtasnego
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wydawnictwa Obserwatorium Krakowskiego.zJu potowie 1920 r. ukazat gipierwszy
numer Okolnika Obserwatorium Krakowskiego. W 1922 roku Banachiewicz zgpocz
kowat wydawanie Rocznika Astronomicznego Obserwatorium Krakowskiego, a wxek p6
niej Dodatku Méedzynarodowego, ktéry zawierat efemerydy (przewidywane momenty)
minimow jasnéci gwiazd zmiennych Zanieniowych. To ostatnie wydawnictwo publiko-
wane jest do chwili obecnej. W 1925 r. z inicjatywy Banachiewicza eimazkazy-
wal sie nowe czasopismo naukowe Acta Astronomica, ktére zyskatglzymarodowe
uznanie (aktualnie jest kwartalnikiem i znajdujersa tzw. licie filadelfijskiej).

W 1922 roku Banachiewicz zostat czionkiem rzeczywistym Polskiej Akademii Emiej
nosci w Krakowie, jak réwnie cztonkiem zwyczajnym Towarzystwa Naukowego War-
szawskiego.

Od chwili powstania w 1923 r. Polskiego Towarzystwa Astronomicznego przez 10 lat
peit funkcg prezesa.

W 1923 roku pod kierunkiem Banachiewicza w ramach wyprawy geodezyjnej zapo-
czatkowano niwelagj trasy Krakéw-Warszawa. Do 1925 roku doprowadzono niwglacj
do Kielc, a potem prace przerwano. W 1926 roku zrealizowano wypgeawimetrycza
na Pomorze i do Warszawy. W latach 1924-1926 Banachiewicz peit fumiogprezesa
Baityckiego Komitetu Geodezyjnego. W 1927 roku Banachiewicz zainicjowat w Obserwa-
torium Krakowskim program obserwacji catkowitychémaen Stonca. Obserwacije te po-
legaty na filmowaniu przebiegu &aienia wraz z rejestraciczasu, w celu doktadnego wy-
znaczenia poetku i konca catkowitego z&amienia. Obserwacje te prowadzono za pogoc
przyrzadéw skonstruowanych wedtug pomystu Banachiewicza i nazywanych chronokine-
matografami. Przyegy te wykorzystano podczas ekspedyciji w latach: 1927 w Laponii
szwedzkiej, 1932 w USA i w 1936 w Grecji, Syberii i Japonii. We wszystkich tych
ekspedycjach brali udziat astronomowie z obserwatoriow polskich na czele z Tadeuszem
Banachiewiczem.

W 1928 roku Uniwersytet Warszawski nadat Tadeuszowi Banachiewiczowi doktorat
honoris causdfilozofii, a dzies¢¢ lat p&niej taki sam tytut nadat mu Uniwersytet Poz-
nanski. Po kolejnych dziestiu latach, w 1948 r. otrzymat doktorabnoris causauni-
wersytetu w Sofii.

W wieku 49 lat, w roku 1931 r., Banachiewicz st w zwiazek matenski. Pdlubit
swa wieloletni przyjaciotie Laure de Sotohub Dikyj, ukraéiska malarle i poetle, wdowe
po Mikotaju Dikyj. Ich matenstwo pozostato bezdzietne.

W latach 1932-1938 Banachiewicz piastowal fuakejceprezesa Midzynarodowej
Unii Astronomicznej, a w 1938 r. wybrano go na prezesa Komisjgzi{sowej, ktorej
przewodniczyt do 1952 r. W 1939 roku zostat czlonkiem Akademii w Padwie i uzyskat
nominacg na cztonka korespondenta Royal Astronomical Society w Londynie.

Najwigksze osigniecia Tadeusz Banachiewicz mial w dziedzinie teoretycznej,
w szczegOlnéci w teorii stworzonego przez siebie rachunku krakowianowego. ROw-
niez w zagadnieniach mechaniki nieba, przede wszystkim w zakresie teorii wyznaczania
orbit, Banachiewicz miat powae zastugi. Otd gdy w 1930 roku Clyde Tombaugh odkryt
Plutona, Banachiewicz za pomokrakowianéw wyznaczyt elementy jego orbity, potwier-
dzapc tym samym planetarny charakter Plutona pomimo bardgoysk danych obserwa-
cyjnych. Przez pewien czas Banachiewicz zajmowaasize zagadnieniami teoretycznymi
libracji Ksigzyca. Dzeki krakowianom w 1927 r. Banachiewicz uzyskat ogélne wzory
poligonometrii sferycznej.
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Wybuch drugiej wojny swiatowej zastal Banachiewicza w Krakowie. W dniu
6.11.1939 r. zostat aresztowany wraz z innymi profesorami UJ i Akademii Gorniczej
(po wojnie nazwanej AGH) w czasie Sonderaktion Krakau i zostat wywieziony do obozu
do Sachsenhausen koto Berlinaggskvréocit 9.02.1940 r. Po powrocie do Krakowa dowie-
dziat sk o smierci swojego brata, ktéry zgihw obozie koncentracyjnym w Mauthausen.
Bardzo dotketa go ta wiadom&. Od zaraz pod} pracc w Obserwatorium Krakowskim,
ale pod koniec 1941 r. zostat bezterminowo urlopowany, a jego miejst&a@ajsaryczny
kierownik Obserwatorium doc. dr Kurt Walter. Jednak w ograniczonym zakresie Banachie-
wicz mégt kontynuowé prae; naukowe w obserwatorium, ckozmuszono go do opuszcze-
nia mieszkania. Po zakozeniu wojny powrdcit na stanowisko dyrektora obserwatorium,
ktore piastowat do dnia swoj@jnierci 17.11.1954 r.

W latach 1945-1951 Tadeusz Banachiewicz byt réavpiefesorem i kierownikiem
Katedry Geodezji Wjszej i Astronomii Wydziatow Politechnicznych AG, ktére byty za-
czatkiem Politechniki Krakowskie;.

Obserwatorium w Krakowie nie ucierpialo zanadto w czasie wojny, jednak stacja
na Lubomirze zostata spalona 15.09.1944 r. w ramach pacyfikacji zieft@mukiej przez
wojska niemieckie. W takiej sytuacji pojawitesproblem znalezienia nowego miejsca
nadajicego st na obserwatorium astronomiczne. Po wielu staraniach w 1953 r. Banachie-
wicz pozyskat od wtadz wojskowych Fort Skata na Bielanach, odlegty 10 km na zachéd od
centrum Krakowa, jako nawstacg zamiejscow. W tym miejscu od 1964 r. znajduje si
Obserwatorium Astronomiczne UJ.

W 1953 roku w wieku 71 lat, niespetnha rok przed awapiercia, uzyskat z mocy
ustawy doktorat nauk matematycznych na UJ. Sprayjasnia nastpujace pismo sygno-
wane: CK-llI-3b-2/53 z dnia 22.12.1953 r., znajgg s¢ w Archiwum UJ [21], ktére
brzmi nastpujaco:

Zaswiadczenie

Centralna Komisja Kwalifikacyjna dla Pracownikow Naukiswedcza, ze Obywatel
BANACHIEWICZ Tadeusz, profesor zwyczajny na katedrze astronomii Wydziatu
Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu Jagielkkiego w Krakowie uzyskat stopie
naukowy:

DOKTORA NAUK MATEMATYCZNYCH

z mocy art. 71 ust. 1 ustawy z dnia 15 grudnia 1951 r. o szkolnictwiezwm i 0 pra-
cownikach nauki (Dz. U. RP z 1952 r., Nr 6, poz. 38) oraz na zasadzie § 1 ust. 3 Roz-
porzdzenia Rady Ministrow z dnia 26 kwietnia 1952 r. w sprawie warunkéw i trybu
nadawania stopni naukowych (Dz. U. RP z 1952 r., Nr 24, poz. 164).

Przewodnicacy
Centralnej Komisji Kwalifikacyjnej
dla Pracownikéw Nauki

A. Rapacki
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Na dwa lata przed swpgmiercia Banachiewicz zostat cztonkiem tytularnym Polskiej
Akademii Nauk, ktéra powstata w 1952 rek®pis dziela swojegazycia Rachunek
krakowianowyBanachiewicz ukaczyt w 1949 r. Dzieto to wydrukowano w 1959 r. Za-
interesowania naukowe Banachiewicza z lat 1945-1954 dogyéwnie trzech zagadnie
1. Teoria wyznaczania orbit, 2. Problemy libracji i figury d¢gca, 3. Zagadnienia ra-
chunku krakowianowego. Tadeusz Banachiewicz jest autorem okoto 240 prac nauko-
wych, dwéch ksizek oraz ponad 300 komunikatéw naukowych [11], wynikow obserwacji
astronomicznych, telegraficznych doniésmaukowych, artykutéw i komunikatéw popularno-
naukowych, polemik, recenzji, sprawoidaprac redakcyjnych, ktére dotyczastronomii,
matematyki, mechaniki, geodezji, geofizyki i innych dziedzin nauki. Oprécz prac nauko-
wych Tadeusz Banachiewicz od 1932 r. do maja 1954 r. prowadzit dziennik, ktéry nazywat
Notatami codziennymilLektura Notat codziennychrzucaswiatto na bardzo bogatoso-
bowai¢ tego wybitnego czlowieka. Notaty te ukazliez ogrédek jego relacje z innymi,

w tym i zzomg (ktéra miata raczej trudny charakter) i pokazyak zmagat s z wieloma
problemami naukowymi, nad ktérymi wigie pracowat. Oddajsprawozdanie z dziatal-
nosci na arenie nrRidzynarodowej i organizacyjnej jako dyrektora Obserwatorium Astrono-
micznego UJNotaty codzienneawieraj wiele uwag i komentarzy odfwie spraw, ktére
intrygowaly Banachiewicza w danej chwili.

Profesor Tadeusz Banachiewicz zmart 17.11.1954 r. na pneturjada powikianie
pooperacyjne. Schorzeniem pierwotnym byt rak prostaty. W 1955 roku jego zwioki zosta-
ty przeniesione i pochowane w krypcie wybitnych Polakéw w Bazylice Ojcéw Paulinéw
Na Skatce w Krakowie, nieopodal Wawelu.

Pewne informacje biograficzne o Tadeuszu Banachiewiczu oraz informacje agetycz
historii astronomii w Polsce moa znalé¢ m.in. w nastpujacych opracowaniach: [2, 3, 5,

10, 12 17].
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