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Streszczenie

Artykul przedstawia rozwigzania numeryczne plaskiego zagadnienia kontaktu z tarciem
z anizotropowym osrodkiem o ujemnym wspotczynniku Poissona. Jako przyktad takiego
continuum wybrano material komérkowy. Wtasnosci mechaniczne efektywnego continuum
w zakresie sprezystym okreslone sa przez rodzaj materiatu konstruujacego szkielet struktury
komodrkowej 1 jego struktur¢ wewngtrzng. Analiza wynikow pozwala okresli¢ zaleznos¢
rozktadu naprezen w strefie kontaktu oraz zachowania (poslizg lub sczepienie) w zalezno$ci od
wlasnosci anizotropowych materiatu reprezentowanych przez tensor sztywnosci.

Stowa kluczowe: zagadnienie kontaktu, tarcie, materialy komorkowe, ujemny wspoiczynnik
Poissona, anizotropia

Abstract

The paper presents numerical solutions of planar frictional contact problem with anisotropic
negative Poisson’s ratio materials. As an example of anisotropic medium cellular materials are
considered. Properties of the effective continuum in elastic range is determined by the type
of material constructing cellular skeleton and its structure. Analysis of the obtained results
shows relationship of contact stress distribution and type of behaviour in dependence on
anisotropic properties represented by stiffness tensor.
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1. Wstep

W zagadnieniach mechaniki kontakt jest jednym z podstawowych probleméw, ze
wzgledu na fakt, ze jest to gldwny sposob przekazywania obcigzen. Wigkszos$¢ prac po-
$wigconych temu tematowi skupia si¢ nad wyznaczeniem napr¢zen w strefie kontaktu,
ktérych maksymalne wartosci okreslaja dopuszczalng warto$¢ obcigzen zewnetrznych.
Rzeczywiste powierzchnie rozwazane w zadaniach inzynierskich sa szorstkie, a wlasciwosé
te¢ okresla si¢ w skali makroskopowej przez wspdlczynnik tarcia. Najprostszy model
tarcia zaktada, ze w strefie kontaktu moze wystgpowac sczepienie lub poslizg zaleznie od
wielko$ci powstalych naprezen stycznych. O zachowaniu si¢ cial w strefie kontaktu de-
cyduje zarowno sposdb i wielko$¢ obciazenia, wartos¢ wspolczynnika tarcia, jak rowniez
sprezyste wlasnosci osrodka sprezystego okreslone migdzy innymi przez wspotczynnik
Poissona. Kwazistatyczne rozwiazanie zagadnienia brzegowego kontaktu z o$rodkami ani-
zotropowymi wskazuje na mozliwos¢ istotnej zmiany rozktadu naprezen w strefie kontaktu
w poréwnaniu z osrodkiem izotropowym [6, 8, 9]. Rowniez wystgpowanie stref sczepienia
i poslizgu jest zalezne od wlasnos$ci anizotropowych osrodka sprezystego. W pracy [6]
pokazano na przyktadzie ciat komorkowych o réznorakiej symetrii materiatlowej problem
projektowania struktury wewngtrznej materialu w celu uzyskania redukcji koncentracji
naprezen normalnych. Wnioski wyraznie wskazuja na materialy o ujemnym wspdtczynniku
Poissona, tzw. auxetic materials jako te, dla ktérych przy kontakcie powstaje najko-
rzystniejszy rozktad naprezen. Dla rozwazanych materialdéw komodrkowych za efekt ujem-
nego wspotczynnika odpowiada budowa szkieletu materialu tworzaca wielokaty wkleste.
Taka struktura wewnetrzna daje ponadto tzw. material dylatacyjny podatny na od-
ksztalcenia objetosciowe i stosunkowo sztywny na odksztalcenia postaciowe. Sztywnosci
te mierzy si¢ odpowiednio modutem S$cisliwosci objgtosciowej i modulem na $cinanie.
Wplywa to istotnie na posta¢ deformacji ciata anizotropowego dla zadania z kontak-
tem oraz na zachowanie w strefie kontaktu. Jednak nalezy podkresli¢, ze wspotczynnik
Poissona, jak i inne moduty sprezyste dla materiatu anizotropowego sa scharakteryzowane
przez rozktady kierunkowe. Ponadto wlasno$ci materialu opisuja wszystkie niezalezne stale
materiatowe, ktorych ilos¢ zalezy od typu symetrii i sktadowych tensora sztywnosci. Stad
dla wskazanej grupy materiatéw komérkowych mozna dobiera¢ parametry struktury wew-
netrznej, ktore okresla material odpowiednio wytrzymaly i najkorzystniej pracujacy ze
wzgledu na zachowanie w strefie kontaktu, jak i redukcji napr¢zen. Poszukiwaniom tych
zaleznosci jest poswigcony niniejszy artykut.

2. Zagadnienie kontaktu
Rozwazane jest zagadnienie ptaskie kontaktu statycznego anizotropowego liniowo
sprezystego osrodka ze sztywnym szorstkim podtozem. Sformutowanie problemu brze-

gowego w postaci uktadu rownan jest nastgpujace [1]:

1
Oy, t/i=0, 0y =Sy, ¢ = E(ui’-j +u;;) W obszarze Q (1)
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Z przemieszczeniowymi i statycznymi warunkami brzegowymi
u;=u, mnabrzegul'), ©;-n;=¢ nabrzegul, )
oraz warunkami w strefie kontaktu I',
6, u,=0, 0,<0 3)

i warunkami dla tarcia na powierzchni kontaktu I’

lo,l<plo|l=au.=0, lol=ploc|=31>0, Au.=-2s, 4)
gdzie:

o, — tensor napr¢zen Cauchyego,

g, — tensor matych odksztatcen,

S — tensor sztywngsm anizotropowego ciata sprezystego,
7 — wektor przemieszczen,
/ — wektor sil masowych,

i, — zadane przemieszczenia na brzegu I' |

t — wektor sit brzegowych na brzegu I,

n, — wersor normalny,

ryulr,url, — brzeg obszaru Q,

c,=o.nn — naprezenie normalne w strefie kontaktu,

u,=ucn — przemieszczenie normalne do brzegu,

0, =0, n,—GC, *n, — naprezenie styczne,
Au,=A(u—u -n) — przyrost przemieszczenia stycznego.
Dla rozwazanego przypadku zadania dwuwymiarowego rozwiazanie istnieje, gdy
wspolczynnik tarcia 1 i wspotczynnik Poissona v sprezystego osrodka spetniaja pewien
warunek. Dla ciala izotropowego w zadaniu dwuwymiarowym jest on nastgpujacy [6]:

N3—-4v

MS(2—2\1)'

Przedstawiony problem brzegowy nieliniowy ze wzgledu na warunki (3) i (4) jest
rozwiazywany za pomoca programu MES.

3. Materialy komérkowe o ujemnym wspoélczynniku Poissona

3.1. Anizotropowe wlasnosci efektywnego continuum

Jako os$rodek anizotropowy przyjeto material komorkowy o komorkach otwartych,
ktérego szkielet jest modelowany przez ptaska strukture belkowa potaczong w sztywnych
weztach [11]. Wyznaczenie wszystkich wlasnosci sprezystych materialu komorkowego
jako efektywnego continuum oparte jest na modelowaniu dwuskalowym, ktore szcze-
gbétowo opisano w pracach [11, 12]. Dla rozwazanych struktur periodycznych na pod-
stawie analizy reprezentatywnej komorki wyznaczane sa: tensor sztywnosci oraz wielkosci
pomocnicze shuzace do sformutowania hipotezy wytezeniowe;.
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Typowy przyktad struktury auksetycznej, tzn. tworzacej material o ujemnym wspol-
czynniku Poissona wraz z komorka reprezentatywna, jest pokazany na rys. 1.

Komorke reprezentatywna opisuja geometryczne parametry mikrostruktury: /, , — dhu-
gosci elementow belkowych dla i = 1, 2, 3, ¢ — szerokos¢ przekroju belek, y — kat (rys. 1b.);
materialowe parametry mikrostruktury: £ — modut Younga, v_ — wspdtczynnik Poissona,
R, — granica plastycznosci dla materiatu szkieletu. Modelem mechanicznym struktury
szkieletu jest belka Timoshenki. Zastosowanie algorytmu opisanego w pracach [11, 12]
prowadzi do numerycznego obliczania wyrazéw macierzy sztywnosci S ekwiwalentne-
go continuum zastgpczego. Macierz sztywnosci (w notacji Kelvina) dla materiatu o poda-
nej strukturze i symetrii na nastgpujaca postac:

Sll Slz 0
S=|S, S, 0 (%)
0 0 Sy
a) b)

h/2

Rys. la) Struktura materialu komérkowego o ujemnym wspdtczynniku Poissona,
b) komorka reprezentatywna
Fig. 1a) Reentrant cellular structure, b) representative unit cell

3.2. Hipoteza wytgzeniowa oparta na kryterium energetycznym

Zastosowanie kryterium stanéw granicznych w strukturze szkieletu wraz z podej$ciem
dwuskalowym pozwala na wyznaczenie granicznych naprezen w materiale [11, 12]. Wy-
znacza si¢ je numerycznie dla stanéw wiasnych tensora sztywnosci na podstawie analizy
komorki reprezentatywnej wg algorytmu podanego w pracy [11].

Dla materialu komorkowego jako ciata anizotropowego przyjeto hipotezg wytezenio-
wa jako energetyczne kryterium w postaci energii wazonych zgromadzonych w stanach
wlasnych tensora sztywnosci [11, 12, 16]:

> ©

(Xq)%r

o=I

Energie krytyczne “®; zgromadzone w stanach wlasnych wyrazone sg wzorami:

“@f =5 (%)« (o) g
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gdzie:

o '

o - graniczne stany wlasne naprezen (zatacznik),

A — warto$ci wlasne tensora sztywnosci (zalacznik).

W dowolnym stanie spre¢zystym mozna wprowadzi¢ energetyczny wspdtczynnik, ktory
jest tu obrana miara wytezenia materiatu [8, 9]:

®)

gdzie:

“®, — energie sprezyste zgromadzone w stanach wlasnych.

W stanie sprezystym spetniona jest nierdwnosé: ¢ < 1. Wspolczynnik ¢ pozwala na
wyznaczenie wartosci maksymalnego obciazenia w zakresie spr¢zystym. Ponadto analiza
mapy wytezenia materiatu pozwala przewidzie¢ miejsca, w ktorych spodziewane sg pierw-
sze uplastycznienia materiatu.

4. Przyklady

Obliczenia numeryczne dotyczace tensora sztywnosci 1 parametrow wytgzenia ma-
teriatow komoérkowych o réznych mikrostrukturach przeprowadzono wedtug algoryt-
mu podanego w pracy [8]. Przyjeto materiatu szkieletu o nastgpujacych parametrach:
E =10 GPa,v =03, R, =100 MPa.

4.1. Kwadratowy blok obcigzony ci$nieniem

Przyjeto blok o wymiarach B - H=1 m - 1 m na sztywnym szorstkim podtozu o wspdt-
czynniku tarcia p = 0,3 obcigzony cisnieniem p = 0,025 MPa przylozonym do gdérnej krawedzi
jak na rys. 2a. Przytad ten zacytowano z pracy [9].

a) b) <)
R R

v=0,962 Vo = 3,85
Rys. 2a) Blok obcigzony cisnieniem, 2b) struktura materiatu izotropowego
o dodatnim wspotczynniku Poissona, 2¢) struktura materiatu komor-
kowego o ujemnym wspotczynniku Poissona
Fig. 2a) Square block under vertical pressure, 2b) honeycomb material structure,
2¢) inverted honeycomb material structure
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Inspiracja do dalszych obliczen numerycznych byl uzyskany rozktad napr¢zen w ma-
teriale o strukturze plastra miodu (ang. honeycomb) rys. 2b, dajacej materiat izotropowy oraz
materiale o strukturze wielokatow wklgstych (‘inverted honeycomb’) rys. 2¢ dajacej material
auksetyczny.

Przyjeto nastgpujace dane geometryczne struktur materialow:
honeycomb [, =0,75mm, [ ,=0,75mm, [ ,=0,75mm, ¢=0,15mm,
inverted honeycomb L =h=1,575mm, y=70° ¢=0,15mm
ze wzgledu na no$nosé przyjeto ustawienie pionowe struktury rys. 2c.

Rozwiazanie zadania wskazuje na jakosciowo inny rozktad napre¢zen w strefie kontak-
tu w materiale o ujemnym wspolczynniku Poissona, charakteryzujacy si¢ redukcja kon-
centracji naprezen. Inne beda tez przewidywane obszary powstania pierwszych uplastycz-

nien.
[

I
0 0.009 0.027 0.044 0.062  0.08 [MPa] 0 0.009 0.027 0.044 0.062 0.08 [MPa]
Rys. 3. Rozklad naprezen normalnych w strefie kontaktu: a) dla materiatu
o dodatnim wspodtczynniku Poissona, b) dla materialu o ujemnym
wspotezynniku Poissona
Fig. 3. Contact pressure distribution: a) for material with positive Poisson’s ratio,
b) for material with negative Poisson’s ratio

4.2. Kwadratowy blok obcigzony ci$nieniem — studium parametryczne

Rozwazono materiaty auksetyczne o roznych wiasnosciach sprezystych otrzymanych
przez dobdér parametrow mikrostruktury. Dane geometryczne poszczegdlnych mikrostruk-
tur podano w tabeli 1.

Tabela 1
Specyfikacja struktury materialu komérkowego
Struktura L [mm] h [mm] v t [mm)]
I 1,50 1,50 80° 0,15
11 1,50 2,00 60° 0,15
I 1,575 1,575 70° 0,15
v 1,5 3,0 60° 0,15

Otrzymane numerycznie moduty sztywnosci efektywnego continuum zestawiono po-
nizej w tabeli 2 (wyniki dotycza poziomej orientacji struktury wzgledem uktadu wspot-
rzednych XY jak na rys. 1). Macierze sztywnosci uzyskanych materialow oraz wzory
na moduly sztywnosci podano w zataczniku.

Materialy o otrzymanych sztywnosciach sa uzyte do obliczen w zadaniach kontakto-
wych MES (program ANSYS). Do testow ustawiano materiaty struktura w poziomie jak
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na rys. 1b lub pionowo jak w przyktadzie 4.1, rys 2c. Orientacja pionowa jest zazwyczaj
wybierana ze wzgledu na wicksza nosnosé (dla zadania z ci$nieniem pionowym mierzona
modulem Younga na kierunku pionowym). Obliczenia przeprowadzono dla zadania ze
wspotczynnikiem tarcia p = 0,1 oraz p = 0,2.

Tabela 2
Moduly sztywnos$ci
Struktura E, [kPa] E, [kPa] Viy Vix max (G/K)
I 46,183 1,2970 —5,058 0,142 5,52
I 6,270 1,9410 -1,718 —0,532 28,9
I 1,951 0,1311 -3,850 0,261 2,23
v 3,6713 3,4074 0,982 0,912 108,3

Wyniki wskazuja, ze zachowanie w strefie kontaktu zalezne jest od wielkosci wspot-
czynnika tarcia oraz jego relacji ze wspotczynnikiem Poissona (rys. 4). Analiza naprezen
normalnych wskazuje natomiast na brak zaleznosci rozktadu od wartosci wspotczynnika
tarcia oraz wspotczynnika Poissona w zakresie jego ujemnych wartosci (rys. 5).

sczepienie I sczepienie ;
L m
AL poshzg :

poslizg
Rl

AV -
brak rak
kontakin kontaktu

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 |1

x[m]

=

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 |

x[m]

Rys. 4. Rodzaj kontaktu dla rozwazanych materiatow (pionowa orientacja struktur)
dla wspotczynnika tarcia: a) p=0,1, b) p=10,2
Fig. 4. Contact status along contact line for considered types of materials (vertical orientation)
for friction coefficient: a) u=0,1, b) p=0,2
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| e j
U J
10 G107
p—— 1
v 4107

21073

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Rys. 5. Rozktad naprezen normalnych w strefie kontaktu: a) p=0,1, b) p=0,2
Fig. 5. Contact pressure distribution: a) p=0,1, b) u=0,2

Warto$¢ maksymalnych naprezen stycznych jest wigksza dla wyzszych wartosci wspot-
czynnika tarcia (rys. 6) a rozktad zalezny od rodzaju kontaktu (wg rys. 3).

Analiza map wytezenia materiatu wskazuje na koncentracj¢ w strefie kontaktu (w stre-
fach poslizgu) dla wyzszych wartosci wspotczynnika tarcia z réwnoczesnym odcigzeniem
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pozostatej czgsci materiatu. Dla nizszych wartosci wspolczynnika tarcia wytezenie jest
bardziej roztozone w catym materiale. Do celow porownawczych wybrano materiat o struk-
turze II pionowa orientacja dla wspotczynnika tarcia kolejno: p= 0,1, u=0,2.

Deformacja bloku przy zadanym obcigzeniu zalezy od relacji wspdtczynnika Poissona
i wspolczynnika tarcia. Dla nizszych wartosci wspotczynnika Poissona deformacja ma ksztatt

dzwonu (rys. 8a i 8c, dla wigkszego wspotczynnika tarcia deformacja ta bardziej wyrazna
rys. 8b i &c).

a 4 = )
1.2¢10 ’l [MPa] 2410

ae10-4 16:107%

4107 L saot

1l

I _yp 01 02 0 5 06 07 08 09 1 A g0k 01 _02 05 06 07 08 09 1
] =4x10 v
e 1 . bt 3
—ga0 - 1.6-10
121072 x[m] i x[m]

24077

[MPa]

2

Rys. 6. Rozktad napre¢zen stycznych w strefie kontaktu: a) p= 0,1, b) p=0,2
Fig. 6. Contact tangent stress distribution a) p= 0,1, b) p=0,2

—
0 0.77e-3 0.232e-2 0.356e-2  0.59]e-2 0L.696e-2 0 0.130e-2  0.359e-2 0.599¢-2

—
0.9075¢-2  0.117e-1

Rys. 7. Graficzny obraz wytg¢zenia w materiale (rozktad wspotczynnika ¢)
Fig. 7. Distribution of material effort coefficient

Rys. 8. Deformacja dla wybranych przyktadow: a) materiat o strukturze III, p = 0,2, b) materiat
strukturze 11, p = 0,1, ¢) materiat o strukturze II, p= 0,2

Fig. 8. Deformation type for choosen examples: a) material of structure III, p = 0,2, b) material
of structure II, p = 0,1. ¢) material of structure II, p = 0,2
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4.3. Ztozony stan obciazen z udziatem deformacji postaciowej — studium parametryczne

Blok z poprzedniego zadania jest dodatkowo obcigzony przemieszczeniem geometrycz-
nym prawego gornego naroza u = 0,1 m (rys. 9).

I_llllllilll

Rys. 9. Blok obciazony cisnieniem pionowym oraz
przemieszczeniem poziomym

Fig. 9. Square block under vertical pressure and | *
horizontal displacement &

B

Ze wzgledu na wymuszona deformacj¢ postaciowa oraz objg¢tosciowsg nalezy spo-
dziewac si¢ rdwniez wpltywu sztywnos$ci postaciowej i objgtosciowej oraz ich wzajemne;j
relacji na rozwiazanie. Istotng rolg, tak jak w poprzednim zadaniu, odgrywa wielkos¢
wspolczynnika Poissona i jego relacja ze wspoétczynnikiem tarcia.

Przyktadem jest tu material o strukturze II, dla ktorego w zadaniu ze wspodtczynnikiem
tarcia 0,2 nastepuje sczepienie przy roéwnoczesnej znacznej deformacji postaciowej
(rys. 10). Towarzyszy temu znaczny spadek naprezen normalnych (rys. 11) oraz stycz-
nych (rys. 12) w poréwnaniu z innymi materiatami, dla ktérych dominuje poslizg.

sczepienie sczepienie |
.
|
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L posheg / T
brak T bk |I I
kontaktn kontaktn

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 ]
<l sl

l: |_.

=
=

Rys. 10. Rodzaj kontaktu dla rozwazanych materialow (pionowa orientacja struktur)
dla wspotczynnika tarcia: a) p= 0,1, b) p=0,2
Fig. 10. Contact status along contact line for considered types of materials (vertical orientation)
for friction coefficient: a) u=0,1, b) p=10,2

6107 % 015
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Rys. 11. Rozktad naprezen normalnych w strefie kontaktu: a) p=0,1, b) un=0,2
Fig. 11. Contact pressure distribution: a) p=0,1, b) p=0,2

Obszary najwickszego wytezenia materialu  koncentrujg si¢ w strefie sczepienia. Nie
obserwuje si¢ tu stref odcigzenia jak w poprzednim zadaniu.
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Mapy wytezenia przedstawiono na przykladzie materiatu o strukturze II (orientacja

pionowa) dla zadan ze wspolczynnikiem tarcia kolejno p = 0,1, p= 0,2 (rys. 13).

171 e S O S S 141074 [MPa]

]w.s!"\“ 02 03 04 05 06 07 08 09 1 x[m) 7
5 «.,m-li L 01 02 03 04 05 06 07 UFwa_ |
HE ] B 2
= 307" = 1«10
] R
Ao IV 5402

— 5007

— a0 *[ml 31072

Rys. 12. Rozktad napre¢zen stycznych w strefie kontaktu: a) p=0,1, b) u=0,2
Fig. 12. Contact tangent stress distribution: a) p= 0,1, b) un=0,2
0 0910e-2 0.272-1 0.455e-1 0.637e-1 0.819e-1 0 0.781e-2 0.234e-1 0.390e-1 0.547e-1 0.703e-1

.
|
3

Rys. 13. Graficzny obraz wytezenia w materiale (rozktad wspdtczynnika ¢)
Fig. 13. Distribution of material effort coefficient

J‘. -

—

Rys. 14. Deformacja dla wybranych przyktadow: a) materiat o strukturze II p = 0,1, b) materiat

strukturze II p = 0,2, c) materiat o strukturze II p = 0,2 orientacja pozioma

Fig. 14. Deformation type for choosen examples: a) material of structure II u = 0,1, b) material

of structure II p = 0,2, ¢) material of structure II p = 0,2 orientacja pozioma

Deformacja zalezna jest od zachowania w strefie kontaku. Sczepienie zwigzane z wigk-

sza wartoscig wspolczynnika tarcia powoduje znaczna deformacj¢ postaciowa (mozliwe
dla malego G) rys. 14b, poslizg wystepuje dla mniejszych wartosci wspotczynnika tar-

cia

lub sztywniejszych materialéw na odksztalcenie postaciowe (rys. 14a i 14c).

5. Whioski

Zaprezentowane przyklady pokazuja rodzaj zaleznosci pomigdzy cechami anizotro-

powymi materiatu komorkowego a wilasnosciami wykazywanymi z zadaniach kontaktu
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sprezystego. Stanowig one réwniez wstgp do szerszej analizy parametrycznej, majacej na
celu zaprojektowanie wewnetrznej struktury materialu do otrzymania pozadanych wlas-
nosci. Cel niniejszej analizy to wskazanie kierunku poszukiwan i modelowania.

Materiaty o ujemnym wspolczynniku Poissona maja zastosowanie praktyczne. Stosuje
si¢ je np. przy projektowaniu materacy antyodlezynowych, charakteryzujacych si¢ reduk-
cja naprezen kontaktowych i odcigzeniem materialu w strefie kontaktu (zadanie 4.1, 4.2).
Wysoki w poréwnaniu z innymi materiatami wspolczynnik G/K decyduje o zachowaniu
typu poslizgu (dla innych materiatow w tych samych warunkach obcigzenia dominuje
sczepienie). Wnioski powyzsze majace charakter ogdlnych wytycznych maja zastosowa-
nie réwniez np. do projektowania podktadek przenoszacych obciazenia.

Zalacznik

1) Macierze sztywnoS$ci materialdw o zadanych mikrostrukturach:

164,227  —23,335 0 ] 72,239 38410 0
S'=1-23334 4,613 0 S =|-38,410 22,364 0
0 0 0,856 | 0 0 0,4502
73,122 -18,489 0 ] 35,2704  —32,162 0
S =|-18,489  4,8033 0 SV =| 32,1624 32,736 0
0 0 0,0761 | 0 0 0,2664

2) Definicje modutow sztywnosci [12]:

E(n) modut Younga:
E(ln) =(n®n)-C-(n®n)
v(m, n) wspolczynnik Poissona:
% =(n®n)-C-(m®m)

K(n) uogdlniony modut odksztatcalnosci objgtosciowej (charakteryzujacy wiasnosci dyla-
tacyjne materiatu):

1

K(n)

G(n, m) modut sztywnosci postaciowej (podajacy sztywnos$¢ na $cinanie migdzy dwoma
prostopadtymi kierunkami):

:(I®I)-C~(n®n)
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1
m =(n®m)-C-(n®m)
gdzie:
C — macierz podatnosci C = S,
n — kierunek rozciagania,
m — kierunek prostopadly, na ktorym obserwowane jest

odksztalcenie liniowe.
(n ®n), (m ® m), (n ® m) — tensory diadyczne,
I — tensor jednostkowy.

3) Wartosci wlasne tensora sztywnosci:

1
A :E(Sn +8, _\/(511_522 )2 +4S7, ja

1 2
Ay = E(Sn +8p +\/(S11 ~Sy) +4Sh )’ Ay =S,

naprezeniowe stany wlasne:

(Szz_sn_\/(511_S22)2+43122)
6, =10, 'o,=

* 7 Si» ’ T = o
2 2
" (Szz_sll"'\/(sll_szz) +4Slzj
1l _ — II _
o, =1.0, c, = S, , G, =0,
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