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Streszczenie

W artykule przedstawiono analiz¢ ksztaltu sklepienia
koputy Kaplicy Zygmuntowskiej. Zamieszczono wyniki po-
miaréw 1 wykonano obliczenia numeryczne dowodzace, ze
jest ona czgscia elipsoidy obrotowej, ktorej diuzsza oS jest
pionowsa osig symetrii kopuly, a 0§ krotsza lezy tuz ponizej
gornej powierzchni cokotu tamburu.

W wyniku obserwacji i wykonanych pomiaréw wyka-
zano, ze w Kaplicy istnieja jeszcze dwie konstrukgje o ksztal-
cie eliptycznym: s to Sciany tarczowe oraz wngka Zygmunta
Augusta, wykonana juz po $mierci Berecciego.

Postawiono teze, ze Berecci dobrze znal wlasciwosci
krzywych stozkowych. Opisano rézne metody kreslenia
elipsy za pomoca cyrkla i linijki. Opisano urzadzenie, ktére
moglo by¢ wykorzystywane do wytwarzania kamiennych
klinowych cioséw koputy, majacych w plaszczyznie pozio-
mej przekrdj kotowy, a w pionowej przekroj eliptyczny.

1. Wprowadzenie

Koputa odgrywa w architekturze wazna rolg jako element
dekoracyjny, az powodu trudnoSci projektowych
i wykonawczych jest to takze element $wiadczacy
o mistrzostwie architektéw i budowniczych. Wystarczy
wspomnie¢ jedna z najstynniejszych koput, znajdujaca si¢ na
Swigtyni-muzeum Hagia Sofia, ktéra od 1500 lat opiera si¢
licznym trz¢sieniom Ziemi i przynosi chwal¢ swoim
budowniczym: Antemiuszowi z Tralles, Izydorowi z Miletu
oraz Izydorowi Mtodszemu z Miletu, ktéry w roku 563
odbudowat zawalona kopul¢ po trzgsieniu ziemi i nadat jej
obecny ksztalt [1].

W latach 1515-1533 Wioch, Bartolomeo Berrecci, na
polecenie krola Zygmunta I dobudowat do Katedry Wawel-
skiej kaplicg (zwang obecnie Kaplica Zygmuntowska), ktd-
rej koputa ma ksztatt elipsoidy obrotowej. By¢ moze jest to
najstarsza w historii architektury nowozytnej konstrukcja
o takim ksztalcie, gdyz pierwsze znane wzmianki o koputach
eliptycznych pochodzy dopiero z konica XVII wicku.

Mniej wigcej raz na sto lat Kaplica poddawana jest grun-
townym zabiegom konserwatorskim, co stwarza rzadka
okazj¢ do przeprowadzenia roznych badan i weryfikacji hi-
potez. Ostatnio taka okazj¢ dala kompleksowa konserwacja
i renowacja Kaplicy, wykonywana w latach 2002-2004 pod
kierunkiem Profesora Ireneusza Pluski. Czytelnikow zain-
teresowanych przebiegiem konserwacji Kaplicy odsytamy
do specjalistycznej lektury [2, 3, 4]. Tutaj wspomnimy je-

dynie, ze w trakcie ostatniej konserwacji zastosowano no-
watorska metodg czyszczenia laserowego i tacznie oczysz-
czono t3 metoda ponad 800 m? plaskorzezb wykonanych
z piaskowca [2, 4].

Kaplica jako wybitne dzielo doby Renesansu byta przed-
miotem wielu publikacji krajowych 1 zagranicznych [5, 6,
7]. Czytelnikéw zainteresowanych kulturowymi aspekta-
mi Kaplicy 1 analizg poszczeg6lnych jej elementéw odsyta-
my do specjalnego numeru ,,Biuletynu Historii Sztuki” 3],
gdzie obszernie omowiono religijne, filozoficzne, polityczne
1 kulturowe uwarunkowania, ktére zdecydowaty o ostatecz-
nym wystroju Kaplicy.

Przy okazji ostatniej renowacji m.in. wykonano pomia-
ry kopuly Kaplicy. W niniejszej pracy, postugujac si¢ meto-
da najmniejszych kwadratéw, opracowano wyniki tych po-
miarOw, wyznaczono rownanie krzywej opisujacej ksztalt
kopuly 1 dowiedziono, ze rzeczywiscie jest to elipsoida.
Przeprowadzono takze analiz¢ wczesniejszych prac doty-
czacych eliptycznego ksztaltu kopuly, a wykorzystujacych
pomiary wykonane jeszcze w XIX wieku. Przypomniano
kilka praktycznych sposobéw wykreslania elipsy 1 opisano
proste urzadzenie, ktére mogto by¢ wykorzystywane do pro-
dukgji blokéw kamiennych o ksztalcie elipsoidy obrotowe;.

2. Wlasnosci elipsy

Zrodlem naszej wiedzy o krzywych stozkowych jest
~Kovikwv”, dzielo aleksandryjskiego matematyka,
Apolloniusza z Pergi (ur. 262 p.n.c., zm. ok. 190 p.n.c.).
~Kovikov” jest traktatem zawierajacym niemal caly wiedz¢
na temat stozkowych i potomni niewiele juz mieli do
dodania. Apolloniusz wprowadzit takie terminy jak:
sparabola”, ,hiperbola”, ,elipsa” i ,asymptota”, ktérych
uzywamy w matematyce wspdtczesnej [8, 9, 10].

Przypomnijmy w skrocie wlasnosci elipsy [8, 9, 10].
Elipsa jest réwniez miejscem geometrycznym punktow P,
dla ktorych stosunck odleglosci od dwoch punktéw F i F,,
zwanych ogniskami, i od stalej prostej KK lub K K| zwanej
kierownica, jest wielkoScig staty réwng e < 1. Elipsa jest
takze miejscem geometrycznym punktéw P, dla ktdrych
suma odleglosci od dwdch punktow statych F i F;, zwa-
nych ogniskami, jest wielko$cig staty i wigksza od odlegto-
$ci migdzy nimi FF;=2 - ¢ (rys. 1).

FP+FP=2-a =constans > 2-¢ (1)

Srednice sprzg¢zone elipsy (EE, 1 GG,) s to takie
Srednice, z ktérych kazda dzieli na potowy cigciwy elipsy
réwnolegle do drugiej: dla Srednic sprz¢zonych:

Praca dopuszczona do druku po recenzjach
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Rys. 1. Elipsa w prostokatnym uktadzie wspétrzednych. Kierow-
nice i ogniska elipsy. O — érodek symetrii; AA, — duza o0$ = 2a;
BB, — mata 0$ = 2b; F i F, — ogniska

Mimosréd liczbowy elipsy jest to wielko$é:
P _EP

DP DP

=e=c/a<l (2)

Odlegto$¢ ognisk od srodka symetrii:
FO=FO=c=+a’-b’ 3)
Dowolna krzywa stozkowa (elipsa, parabola, hiperbola

lub okrag) w kartezjaniskim ukladzie wspoirzednych moze
by¢ opisana réwnaniem:

AX” +2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey + F =0 4)

Zeby zbadad, jakiego rodzaju krzywa przedstawia ogdl-
ne réwnanie (4), trzeba rozwazy¢ wartoSci tzw. wyrdzni-
kéw (niezmiennikéw tego réwnania), czyli wyrazen:

A =ACF+2BDE - AE* - B’F-DC
8=AC-B’
Dla D < 0 oraz d > 0 réwnanie (4) opisuje elips¢.

©)

3. Jaki ksztalt ma kopula?

W niniejszym rozdziale zamie$cimy rozwazania mate-
matyczne przeznaczone dla waskiej grupy inzynieréw. In-
nym czytelnikom te rozwazania zapewne nie b¢da potrzeb-
ne. Jednak za kilka (kilkaset) lat, by¢ moze kto$ zechce po-
réwnaé wyniki swoich pomiaréw 1 obliczen z naszymi wy-
nikami. Nie chcemy zmuszaé przyszlych czytelnikow do
zmudnego poszukiwania wynikow naszych pomiaréw, za-
stosowanych przez nas metod obliczeniowych 1 wynikéw
obliczent w pismach specjalistycznych, dlatego uznaliSmy
za celowe zamieszczenie tych rozwazan i danych w niniej-
szym artykule.

Dane te mogga tez postuzy¢ do wykrycia ewentualnych
powolnych zmian ksztaltu kopuly, zachodzacych z pred-
koscig rzgdu milimetréw na 100 lat, wywotanych osiada-
niem gruntu czy odksztalcaniem budowli.

Celem rozwazan niniejszego rozdziatu jest rozstrzygnic-
cie, czy koputa Kaplicy ma ksztalt paraboliczny, hiperbolicz-
ny, czy moze eliptyczny. Dlatego dokladnosci poswigcimy
mniejsza uwagg, a skupimy si¢ na poszukiwaniu krzywych
stozkowych, ktore lezg najblizej naszych punktéw pomiaro-
wych. Postuzymy si¢ metodg najmniejszych kwadratow.

W obliczeniach prezentowanych w niniejszym rozdziale
postuzymy si¢ zestawem danych pomiarowych o numerze
1 (punkt 4, tabela 1).

3.1. Metoda najmniejszych kwadratow
w wersji ogblnej

Aby udzieli¢ odpowiedzi na pytanie postawione w ty-
tule artykutu 1 niniejszego rozdziatu przyjmiemy, ze ksztalt
kopuly moze by¢ opisany dowolng krzywa drugiego stop-
nia. Nastepnie, postugujac si¢ metoda najmniejszych kwa-
dratoéw, wyznaczymy réwnanie tej krzywej biorac pod uwage
warto$ci wspotrzednych zmierzonych w prostokatnym
ukladzie wspolrzednych.

Metoda najmniejszych kwadratow jest opisana w wielu
poradnikach matematyki (por. np. [10]). Podamy jednak
tutaj jej opis majac na uwadze fakt, ze mozna ja wykorzy-
sta¢ na wiele réznych sposobéw, co moze prowadzi¢ do
nieco innych wynikéw. Powrdécimy do réwnania (4).
W réwnaniu tym wystepuje sze$¢ wspolczynnikow, ale tyl-
ko pig¢ z nich jest niezaleznych. Dlatego dzielac réwnanie
(4) przez wspolczynnik A otrzymamy:

X +b,-X-y+b, -y’ +b,-x+b,-y+b,=0 (6)
gdzie b, s3 nowymi stalymi, ktére nalezy wyznaczy¢.

Jest to réwnanie krzywej drugiego stopnia. Zalozono
w nim, ze wspolczynnik przy x> ma wartos¢ 1. Jest to nie-
znaczne ograniczenie ogdlnosci rozwazan, ktére mozna fa-
two obej$¢ zamieniajac wspdtrzedne w obliczeniach.

Réwnanie (6) opisuje idealng krzywa drugiego stopnia.
W wyniku pomiaréw otrzymujemy wspdtrzedne punktdow
lezacych na tej krzywej obarczone pewna odchytks. Zmie-
rzone wartosci wspolrzednych oznaczymy x,, y, -i = 1,2,
..., N N — oznacza ilo$¢ punktéw pomiarowych. Dla przy-
blizonych wartosci wspdtrzednych réwnanie (6) nie bedzie
spelnione doktadnie, lecz z pewnym przyblizeniem:

X; +b,-X, -y, +b, -y +b,-x; +b, -y, +b,=¢, (7)
gdzie e, oznacza rzeczywista warto$¢ wyrazenia (6) obliczong
dla niedokfadnie wyznaczonych wspoélrzednych (x;, y.).

Nie znamy jeszcze rownania poszukiwanej krzywej. Do
jego wyznaczenia postuzymy si¢ metoda najmniejszych
kwadratéw. W tym celu tworzymy sumg:

N
Z(xf +b,-X,-y,+b, -y +b,-x, +b, -y, +b5)2=n (8)
i=1

gdzie 7 oznacza sumg nieznanych odchylek e,

Zadamy, aby poszukiwana krzywa przechodzita przez
punkty pomiarowe w taki sposob, by suma 5 miata wartosé
minimalng. Zadanie to pozwala wyznaczy¢ poszukiwane
wspolezynniki by. Jedli suma 7 osiaga minimum dla pew-
nych warto$ci wspdlczynnikéw by, to zerowe musza byé
nast¢pujace pochodne czastkowe:

an/éb, =0 )

co prowadzi do nast¢pujacych réwnan:

blZN:XiZ 'Yiz + szN:Xi YT +b3ZN:X12 Yt
p i i
N N N
b DX YD Xy = XDy (10)
i=1 =1 i=1

blixl 'Yi3 +bziy? +b3ixl 'y13 +
=1 i=1 i=1

N N

i,y b Sy = Ykt y?
1=1

i=1 i=1

(11)
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N N N
2 2 2
blle Y +bzle Yi +b3le +
1=1 i=1 i=1

N N N
+b4le'yl +b52xl=—2xf (12)
1=1 i=1 i=1
N N N
blZXl -y} -kaZyl3 +b3ZXl Y+
1=1 1=1 i=1
N N N
+b, Y yi+b Yy == x] -y, (13)
i=1 i=1 i=1
N N N
blz:xl -y, +bzz:yi2 +bsz, +
=1 i=1 i=1
N N
+b, >y, +bs - N==>x; (14)

i=1 i=1

Liczba punktéw pomiarowych musi spetniaé warunek
N > 5. Dla N = 5 mamy zagadnienie interpolagji.

Uklad réwnan (10-14) jest ukfadem liniowym ze wzgle-
du na nieznane wspélczynniki b, i mozna go tatwo rozwia-
zaé, czego juz nie bedziemy opisywac.

SprawdziliSmy wiarygodno$¢ naszej metody zadajac
sztucznie dane ksztaltu kopuly wedlug paraboli o row-
naniu y = 300 - 0.02 x?, dlatego dla krzywej zapisanej
w postaci (6) powinniSmy otrzymac:

b, =0; b, =0; b; =0; b, =50; b, =-15000
ale po zastosowaniu naszej metody otrzymaliSmy:
b, =3-10": b, =1.9-10"% b, =—-2.95-10"
b, = 49.9999999901553; b, = —14999.9999963966; n=1.1-10"

Ten wynik nie pozostawia watpliwosci, ze nasza meto-
da pozwala dokfadnie aproksymowac krzywe stozkowe.

3.2. Obliczenie ksztaltu koputy

Przyjmijmy, ze koputa powstata w wyniku obrotu pew-
nej elipsy wokot osi Kaplicy. Jesli krzywa opisujaca ksztalt
koputy ma by¢ elipsa, to wspétczynniki (b, b,) rownania
(6) powinny spetniaé warunek:

b, > b>/4 (15)

W wyniku rozwigzania ukladu réwnan (6) otrzymamy
nast¢pujace wspotezynniki:
b, =0.317193; b, = 0.831055; b, = —62.9139

b, =—-165.018; by, = —75443.64; n=124.98; & = 0.8059 (16)

Dla wspodtczynnikow (16) wyrdzniki (5) przyjmuja na-
stgpujace wartosci:
A=-67607.1; 6 =0.8059

co oznacza, ze krzywa opisujaca ksztalt kopuly jest ELIP-
SA i TYLKO ELIPSA. Nie istnieje inna krzywa stozko-
wa, ktéra lepiej opisywalaby ksztalt kopuly niz elipsa. Do-
skonalym potwierdzeniem tego faktu jest takze rys. 2. Wi-
da¢, ze punkty pomiarowe i znaleziona elipsa doskonale do
siebie pasuja!

Elipsa o réwnaniu (6), ze wspotczynnikami (16) jest naj-
lepsza z elips. Jednak jej Srodek i 0§ nie pokrywaja si¢ z osia
Kaplicy. Celem rozwazan niniejszego rozdzialu byto znale-
zienie rozstrzygajacych argumentéw bezspornie przema-
wiajacych za okreslong krzywa. Cel ten zostal osiagnigty.
Koputa jest elipsoida.
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Rys. 2. Aproksymacja danych pomiarowych elipsg. Punktami
oznaczono dane pomiarowe, kolorem czarnym elipse otrzyma-
ng w wyniku rozwigzania uktadu réwnan (10-14)

4. Ksztalt kopuly

W niniejszym rozdziale, postugujac si¢ nieco innym wa-
riantem metody najmniejszych kwadratéw, wyznaczymy
réwnanie elipsoidy obrotowej, ktorej srodek 1 0§ symetrii
pokrywaja si¢ z osig Kaplicy. Wykonamy obliczenia dla kil-
ku serii danych oraz wyznaczymy parametry elipsy, to zna-
czy dlugos¢ duzej i malej pdlosi, polozenie srodka elipsy
1jej ognisk, a takze obliczymy mimos$rdéd. Nastgpnie zamie-
$cimy wyniki obliczen. Na konicu odniesiemy si¢ do publi-
kacji Harwella [5].

4.1. Wyznaczenie parametrow
elipsoidy obrotowej
Zastosujemy takze metod¢ najmniejszych kwadratow,
jednak minimalizowaé bg¢dziemy inne wyrazenie, gdyz
zalozymy, ze poszukiwana krzywa jest elipsa, ktorej o
1 $rodek pokrywaja si¢ z osig Kaplicy.
Dane s3 punkty pomiarowe:
(x,,y); i=123,..N;
gdzie N oznacza ilo$¢ punktéw pomiarowych.
Zatozymy, ze 0§ poszukiwanej elipsy i jej Srodek leza na
osi Kaplicy. Dlatego réwnanie poszukiwanej elipsy zapisze-

my w postaci:
[X_Z_ (y_Y())zj_l
a’ b’ -

Potozenia punktéw wyznaczone s3 ze skonczona do-
ktadnoscia, dlatego wspolrzedne (17) beda spetniaé réwna-
nie elipsy tylko z pewnym przyblizeniem:

2 o2
[:_;_(yl beU) J_1=8i

8, <<1

(17)

(18)

(19)

gdzie

Zadamy, aby suma kwadratéw odchyltek (19) osiagata
minimum:



N LI 2 :
5=z|:(x_;_(}/1 l_)z}/“) J_1:| = min

W réwnaniu (20) wystepuja tylko trzy (a nie pi¢é) nie-
znane parametry elipsy, co wynika z zalozenia, ze 0§ elipsy
ijej Srodek pokrywaja si¢ z osia Kaplicy. Sg to dtugosci pot-
osi ai b oraz polozenie $rodka ukladu wspdtrzednych y,,.
Przy takim sformutowaniu otrzymujemy nieliniowe zada-
nie metody najmniejszych kwadratéw, co jest niewygodne
w obliczeniach i obniza dokladnosé obliczen. Dlatego réw-
nanie (19) zapiszemy w postaci:

X2+y2-az/b2+y-(—2y0az/b2 +a2-(yﬁ/b2—1)=0
(21)

(20)

oznaczymy:

w,=a’/b* w, =-2y,a’/b* =

=2y, W wo=a’- (yf] /b* - 1) (22)
parametry elipsy wyrazimy przez wspolczynniki w, (22):

Yy =2
' 2w,

a2 2 22
A =W YT W b*=a /W1 (23)

Réwnanie poszukiwanej elipsy zapiszemy zatem w po-
staci:

(24)

Przy takim zapisie do wyznaczenia parametréw elipsy
otrzymujemy liniowe zadanie metody najmniejszych kwa-
dratoéw na wspélczynniki w..

Dane rzeczywistych punktéw pomiarowych (17), obar-
czonych pewnymi bledami, beda tylko w przyblizeniu spel-
nialy réwnanie elipsy (24):

X +yw +yw, +w, =0

(25)

Zadamy, aby suma kwadratéw odchylek (33) osiagata
minimum:

N N
Z(xf +ylw by oW, + w3)z = z:(Si)2 =A=min (26)
i=1 i=1

1, 2
X;HY W YW, Wy =6,

czyli powinny si¢ zerowaé pochodne czastkowe:
oA/ ow, =0 27)
Zadanie to prowadzi do ukfadu trzech réwnan linio-
wych na wspélczynniki w,, w,, w;.

apWy+apWw, +a;;W; =p;

AWy +apW, +a,uW, =P, (28)
Ay W) +apW, +apW, =p;
Sy & s <, S
ay =2y ap =2y ag =2 ¥ b= XY,
=l i1 =1 il
N N
Ay = Apidy FAp; Ay = zle b =_ZXiYi
i=l i=1 (29)

N
Ay =55 85 =8y 833, =N py = _ZX?
i=1
Uklad ten jest tatwy do rozwigzania. Po wyznaczeniu
wspolczynnikéw w,, ze wzordéw (23) obliczamy parame-
try elipsy.
4.2. Doktadnos$é aproksymacji
Nalezy jeszcze wyjasnié problem dokladnosci

aproksymacji. Mozna zaproponowa¢ dwie miary doktad-
nosci: bezwymiarows 1 wymiarowa.

Jako bezwymiarowa miar¢ dokladnosci aproksymacji
mozna przyja¢ sume¢ kwadratéw bezwymiarowych
odchytek:

(30)

1 N 2 -, 2 2 1 N
o[

Jako wymiarowa miar¢ dokfadnosci aproksymacji moz-
na przyja¢ odleglo$¢ punktu pomiarowego od wyznaczo-
nej elipsy. Odleglos¢ punktu pomiarowego od elipsy mie-
rzymy wzdtuz prostej, ktora jest prostopadta do elipsy i prze-
chodzi przez punkt pomiarowy. Aby wyznaczy¢ t¢ odle-
glo$¢, musimy obliczy¢ wspodlrzedne punktu na elipsie,
przez ktory przechodzi prosta prostopadta do elipsy, 1 ktora
jednoczesnie przechodzi przez punkt pomiarowy.

Dla uproszczenia zapisow réwnanie elipsy przedstawi-
my w postaci:

(32)
gdzie z, = y-y,, X, wspolrzedne poszukiwanego punktu na
elipsie.

Prosta prostopadta do elipsy (32) ma réwnanie:

xpla’+z /b =1

(33)

Ta prosta musi przechodzi¢ przez zadany punkt pomia-
rowy (x, z, = y-y,), zatem:
z, =z, +a"z,-(x, —xE)/bZ /Xy

Z=ZE+aZZE-(X—XE)/bZ/XE

(34)
Z réwnan (32) i (34) otrzymujemy nieliniowe réwna-
nie na wspotrzedna np. z, przy zadanym polozeniu x,, z:

ZE=b/(1+(a~xi/b)2/(zl—c~zE/b)2) (35)

Réwnanie (35) rozwiazujemy metody iteracyjna.

Po wyznaczeniu wspotrzednych punktu na elipsie, po-
tozonego w najblizszej odlegloici od zadanego punktu x;,
z,, mozemy obliczy¢ skladowe jego odleglosci od elipsy:

dx; =X, —Xg

dy, =7, -7, (30)
1 odleglos¢ od elipsy
d, = «/dxi2 + dyl2 (37)
oraz odleglos¢ $rednig kwadratows
N
d, = > d}/N (38)
i=1

Ostatnig z wielkosci, charakteryzujacych bledy obliczen,
jest odchytka maksymalna, czyli najwicksza z odleglosci
(37):

d,. = max(d‘) 39)

niax

4.3. Wyniki obliczef

Wyniki obliczen, wedlug algorytmu opisanego
w niniejszym rozdziale, zamieszczamy w kolejnych
tabelach. W roku 2003 czterokrotnie zmierzono ksztatt
kopuly Kaplicy Zygmuntowskiej. Wyniki zamieszczono
w ponizszych tabelach.

W prezentowanych nizej wynikach oznaczono:

a — mata p6tos elipsy, b — duza pétos elipsy, ¢ = pier-
wiastek (a?-b?), y, — polozenie $rodka ukladu wspotrzed-
nych, e=c/a — mimosréd, & pwe = b/c — ,mimosréd”
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Tabela 1. Wyniki pomiarow i obliczen ksztattu kopuly kaplicy — seria 1

nr X; Y, AX Ay d g
1 309.5000 64.0000 -0.7933 -0.1046 0.8002 -0.005047
2 292.0000 154.0000 1.6804 0.5406 1.7652 0.010895
3 243.0000 255.0000 -0.2668 -0.1680 0.3153 -0.001829
4 183.5000 326.0000 -1.0470 -1.1109 1.5265 -0.008270
5 130.0000 367.0000 -0.6002 -1.0106 1.1754 -0.006057
6 87.5000 391.0000 0.7189 1.9244 2.0543 0.010308
a =314.8123; b = 410.0955; ¢ = 262.8146; y, = -5.1309;
£=0.6409; ¢, ., =1.1978;_=0.007734; d, = 1.402,d__ =2.054,
Tabela 2 Wyniki pomiarow i obliczen ksztattu koputy kaplicy — seria 2
nr X; Y, AX Ay d g
1 309.5000 60.0000 -1.0489 -0.1458 1.0590 -0.006651
2 291.5000 153.0000 2.3871 0.7954 2.5162 0.015446
3 242.5000 249.8000 -0.6989 -0.4398 0.8257 -0.004754
4 183.5000 321.0000 -1.2120 -1.2763 1.7601 -0.009448
5 129.0000 363.0000 -0.6833 -1.1522 1.3396 -0.006820
6 88.0000 387.0000 0.8717 2.3060 2.4653 0.012227
a =315.7285; b = 415.6726; c = 270.3687; y0 = -14.8377,;
£=0.6504; ¢, .., = 1.1678; 6_ = 0.009922; dsr = 1.784, dmax = 2.516
Tabela 3 Wyniki pomiaréw i obliczen ksztaltu koputy kaplicy — seria 3
nr X; Y, AX Ay d g
1 309.5000 60.5000 -0.7933 -0.1046 0.8002 -0.005047
2 292.0000 150.5000 1.6804 0.5406 1.7652 0.010895
3 243.0000 251.5000 -0.2668 -0.1680 0.3153 -0.001829
4 183.5000 322.5000 -1.0470 -1.1109 1.5265 -0.008270
5 130.0000 363.5000 -0.6002 -1.0106 1.1754 -0.006057
6 87.5000 387.5000 0.7189 1.9244 2.0543 0.010308
a =314.8123; b = 410.0955; ¢ = 262.8146; y, = -8.6309;
£=0.6409; ¢, .= 1.1978; 6 = 0.007734; d, = 1.402,d _ =2.054
Tabela 4 Wyniki pomiarow i obliczen ksztattu kopuly kaplicy — seria 4
nr X, Y, AX Ay d g
1 308.8000 64.5000 -0.9031 -0.1082 0.9096 -0.005776
2 291.3000 154.5000 1.0573 0.3402 1.1107 0.006916
3 279.8000 186.0000 0.9675 0.3923 1.0440 0.006416
4 242.8000 258.0000 1.2719 0.8325 1.5201 0.008968
5 226.8000 275.5000 -1.2534 -0.9356 1.5641 -0.009054
6 184.3000 322.0000 -1.5276 -1.6433 2.2437 -0.012446
7 168.8000 337.0000 -0.6860 -0.8458 1.0891 -0.005963
8 128.8000 365.0000 -0.3126 -0.5478 0.6307 -0.003347
9 117.3000 372.0000 0.0313 0.0616 0.0691 0.000364
10 88.3000 387.5000 0.9213 2.5150 2.6785 0.013922

a = 313.2021; b = 394.9236; ¢ = 240.5600; y, = 5.7416;
=1.3020; 6, = 0.008248; d, = 1.473, d_ = 2.678

e =0.6091; ¢

? T Harwell
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Tabela 5 Wyniki pomiaréw i obliczen ksztaltu koputy kaplicy — wszystkie serie

nr X; Y, AX Ay d g
1 309.5000 64.0000 -0.4915 -0.0646 0.4957 -0.003132
2 292.0000 154.0000 2.1616 0.7043 2.2734 0.014066
3 243.0000 255.0000 0.6710 0.4293 0.7965 0.004641
4 183.5000 326.0000 0.2192 0.2369 0.3228 0.001761
5 130.0000 367.0000 0.6300 1.0807 1.2509 0.006509
6 87.5000 391.0000 1.6641 4.5404 4.8357 0.024547
7 309.5000 60.0000 -0.9972 -0.1238 1.0049 -0.006348
8 291.5000 153.0000 1.4162 0.4593 1.4888 0.009203
9 242.5000 249.8000 -2.0408 -1.2773 2.4076 -0.013994

10 183.5000 321.0000 -2.2864 -2.4176 3.3275 -0.018106

1 129.0000 363.0000 -1.3723 -2.3323 2.7060 -0.014015

12 88.0000 387.0000 0.4414 1.1786 1.2585 0.006365

13 309.5000 60.5000 -0.9356 -0.1170 0.9429 -0.005957

14 292.0000 150.5000 1.1437 0.3643 1.2003 0.007423

15 243.0000 251.5000 -0.9137 -0.5759 1.0800 -0.006286

16 183.5000 322.5000 -1.5314 -1.6295 2.2362 -0.012177

17 130.0000 363.5000 -0.8995 -1.5213 1.7673 -0.009169

18 87.5000 387.5000 0.5408 1.4550 1.5522 0.007851

19 308.8000 64.5000 -1.1139 -0.1482 1.1238 -0.007093

20 291.3000 154.5000 1.6756 0.5492 1.7634 0.010898
21 279.8000 186.0000 1.6933 0.6917 1.8292 0.011145
22 242.8000 258.0000 1.8904 1.2283 2.2545 0.013142
23 226.8000 275.5000 -0.7510 -0.5544 0.9335 -0.005332
24 184.3000 322.0000 -1.4090 -1.4908 2.0513 -0.011181
25 168.8000 337.0000 -0.6914 -0.8365 1.0852 -0.005830
26 128.8000 365.0000 -0.5445 -0.9342 1.0813 -0.005608
27 117.3000 372.0000 -0.2328 -0.4471 0.5041 -0.002594
28 88.3000 387.5000 0.6432 1.7154 1.8320 0.009273

a = 314.4825; b = 406.2270; ¢ = 257.1403; y, = -4.3430;
¢ =0.6330; ¢

Harwell

=1.2230; 6= 0.010290; d, = 1.871 cm, d__ = 4.836 cm

Tabela 6. Zestawienie parametréw elips aproksymacyjnych oraz bledéw aproksymaciji

nr a [cm] b [cm] c [cm] y, [em] e - 0, [%] d, [em] d,.. [em]
1 314.81 410.10 262.81 -5.13 0.641 1.198 0.77 1.40 2.05
2 315.73 415.67 270.37 -14.84 0.650 1.168 0.99 1.78 2.52
3 314.81 410.10 262.81 -8.63 0.641 1.198 0.77 1.40 2.05
4 313.20 394.92 240.56 5.74 0.609 1.302 0.82 1.47 2.68
5 314.48 406.23 257.14 -4.34 0.633 1.223 1.03 1.87 4.84

Harwella (por. punkt 4.4), 6 —blad sredni kwadratowy (por.
formuta 31), d_ — $rednia odleglos¢ punktéw pomiarowych
od elipsy, d, — maksymalna z odlegtosci punktéw pomia-
rowych od elipsy,

Zwrdémy uwagg, ze ,mimosroéd” Harwella przyjmuje
tutaj taka sama warto$¢ 1.22, jaka podano w pracy [5].

Tylko dla warto$ci wspéirzednej x bliskiej 300 cm r6z-
nice migdzy elipsami aproksymacyjnymi osiagaja warto§¢
okoto 1.5 cm. W pozostalych punktach réznice te nie prze-
kraczaja kilku mm. Dlatego réznice migdzy tymi elipsami
sa whasciwie nieistotne, gdyz btad danych pomiarowych jest

wigkszy. Zwrdémy uwage, ze d . = 1.9 cm, inaczej moéwiac
punkty pomiarowe oddalaja si¢ od elipsy aproksymacyjnej
$rednio na okolo 19 mm. Najwi¢ksze odchylenie wynosi
48 mm.

Y, réwne (minus pi¢¢ cm) oznacza, ze 0§ pozioma elip-
sy lezy okoto 5 ¢cm ponizej gbrnej powierzchni cokotu na
ktorym stoi koputa. Ognisko elipsy umiejscowione jest na
wysokosci okoto 260 cm powyzej gornej plaszczyzny co-
kotu tamburu.

Na zakonczenie zestawimy obliczone parametry elipsy
dla poszczegdlnych serii pomiarowych.
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——aproks O serial A seria2 x serial seria4 Y
S PN\P°
Ornament
szarozielonkawy
Wysokosé [em] piaskowiec
myslenicki
300 \ . 0 X
\  Kamienna podgtawa
@& Qanisko elipsy lll". Czaszy_' !(oputy
okoto 260 em szarozdttawy
Powi hni piaskowiet
owierzehnia godulski
elipsoidalna
200 :
g Cokot tamburu
% szargzielonkawy
E =3 Fr,rlf SST;\;T';? Rys. 4. Elipsa i okrgg na niej opisany (rysunek
e wzorowany na rys. 6 [5]).
100 It \
<N \
@ \
3 A
2 2
E \ Srednica - 620.5 L E (%J + (1) =1 (41)
it < . o= aE a
5° Promien [cm] Srednica - 618,35 =
0 T — Z tych réwnan dla zadanej wartosci ,y”
0 100 500" 300 i 400 (punkt S na rys. 4) mozemy obliczy¢ wspot-
& rz¢dna ,x” punktu na elipsie (punkt P narys.4)
Srednica - 618.5  lambur albo wspdtrzedna ,x” punktu na okregu opi-

Rys. 3. Poréwnanie potozen punktéw pomiarowych oraz elipsy aproksymacyj-
nej czerwona linia). Krzywa aproksymacyjna zostata obliczona na podstawie
wartosci potozeri wszystkich punktow pomiarowych. Y, O$ pozioma elipsy prze-
sunieta o 5 cm ponizej gérnej ptaszczyzny cokotu koputy. Na rys. 3 zaznaczo-
no dolny ornament koputy, kamienng podstawe koputy z podaniem ich wyso-
kosci oraz cokot latarni. Zaznaczono réwniez potozenie ogniska elipsy

4.4. Poréwnanie wynikéw obliczen
z publikowanymi danymi

Dane o ksztalcie kopuly Kaplicy Zygmuntowskiej za-
mieszczono mi¢dzy innymi w pracy Harwella [5] 1 Komor-
nickiego [6].

Jedna z metod poréwnywania wynikéw obliczeni i po-
miaréw moze by¢ w tym przypadku poréwnywanie warto-
$ci mimosrodu elipsy.

Jak mozna zmierzy¢ mimosréd elipsy? Jedna z metod
zostala opisana w poprzednim rozdziale — to metoda aprok-
symacji numerycznej danych pomiarowych. Metoda ta za-
pewne nie byta znana w czasach Kopernika. Metodg naj-
mniejszych kwadratéw (teori¢ bledéw) opracowal Gauss
(1777-1855) ponad dwiescie lat p6zniej, do wyznaczania
parametréw orbit cial niebieskich. Natomiast Harwell [5]
proponuje nast¢gpujaca metodg (rys. 4).

Na elipsie opisujemy okrag. Poczatek uktadu wspolrzed-
nych umieszczamy w punkcie O (rys. 4). Dlugos¢ odcinka
OX jest rowna dlugosci malej potosi elipsy (w tym przy-
padku). Z tego opisu wynika, ze Harwell nie znal metody
wyznaczania elipsy za pomoca dwoch wspoétsrodkowych
okregbéw. Dlugos$¢ odcinka OY jest rowna dlugosci duzej
polosi elipsy i zarazem jest to promieft okregu opisanego
na elipsie.

Zajmiemy si¢ teraz analitycznym opisem okregu i elip-
sy. Okrag ma réwnanie:

2 2
3
a

. (40)

natomiast elipsa
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sanym (punkt P’ na rys. 4).
Z réwnania (40) mamy potozenie punktu
na okregu:

x, =al-(y/a)’

natomiast z réwnania (41) polozenie punktu
na elipsie:

Xg = by/l1=(y/a)’
Zatem iloraz dtugosci odcinkéw SP do SP’ wynosi:
SP' x,

SP  x,

(42)

(43)

a

b

(44)

Rzeczywiscie, warto$¢ tego ilorazu dla elipsy jest nieza-
lezna od wspdtrzednej ,y”. Harwell twierdzi, ze mimosrod
elipsy wynosi 1.22. W twierdzeniu tym tkwia prawdopo-
dobnie trzy niescistosci.

Po pierwsze, wedtug wspoétczesnej definicji, mimosrdd
elipsy jest zawsze mniejszy od jedno$ci. Mimos$rdd jest row-
ny jedynce dla paraboli i jest wigkszy od jedynki dla hiperbo-
li.

Po drugie, nawet przyjmujac, ze Harwell ,,sw6j” mimo-
§rod zdefiniowat jak odwrotno$é definicji uzywanej we
wspolczesnej matematyce:

e=c/a=+/a’-b’/a

nie uzyskamy wartosci 1.22.

Co wigc obliczyt Harwell? Warto$ci parametréw elipsy
podalismy w tabeli 6. Z zamieszczonych tam warto$ci uzy-
skamy nast¢pujace ilorazy:

a=a/c=410/263=1.56;

B=b/c=315/263=1.20;

B=b/c=315/263=1.20; (46)

Druga z tych wartosci jest bliska temu, co podaje Har-
well. Mozemy zatem przypuszczal, ze Harwell do obliczen
zamiast dlugosci duzej polosi, uzyt dtugosci matej potosi
oraz wprowadzit definicj¢ mimosrodu odwrotng do uzy-
wanej we wspolczesnej matematyce. Jakich danych uzywat

(45)



Harwell? — on sam twierdzi, ze byly to dane Komornickie-
go [6].

Trzecia niescistos¢ Harwella tkwi w tym, ze warto§é
mimosrodu elipsy mozemy uzyska¢ dla dowolnej $rednicy
okregu otaczajacego elipsg, poniewaz nie podaje on $redni-
cy zewngtrznej okregu otaczajacego elips¢. Gdyby ja podal,
to mielibySmy Srednic¢ okrggu wewngtrznego, wynikajaca
ze stosunku SP’/SP = 1,22.

Rys. 5. Rysunki ilustrujgce staly stosunek SP’ do SP réwny
1,22. Jesli zachowa sie warto$¢ jednego promienia tak aby drugi
byt 1,22 razy mniejszy lub wiekszy, to nie uzyska sie rzeczywi-

stych wymiaréw dtugiej i krotkiej pétosi elipsy Kaplicy Zygmun-
towskiej

Zastanéwmy si¢ jeszcze, skad wynikta warto§¢ mimo-
srodu elipsy oscylujaca migdzy 0.61, a 0.65 (tabela 6). Mozna
przyjaé, ze Berecci kierowat si¢ regutly ,,ztotego podziatu”.
Wowczas wartos¢ mimosrodu powinna wynie$¢ 0.618.

5. Sposoby wykreslania elipsy

5.1. Za pomoca linijki — 1

Wykreslenie elipsy o danych osiach lub $rednicach
sprz¢zonych.

1. Podzieli¢ duza pétos na kilka réwnych czgsci, nu-
merujac je od Srodka elipsy.

2. Przez koniec duzej osi wykresli¢ prosta rownolegla
do malej osi. Z koncéw malej osi wykresli¢ rownolegte do
duzej osi (zbudowaé prostokat BB,C,C).

3. Podzieli¢ A|C, i1 A,C na taka samg ilo§¢ réwnych
czgsci jak w punkcie (1), numerujac je do punktuA,

4. Polaczy¢ odcinkami punkty B i B, z punktami po-
dziatu osi OA,.

5. Polaczy¢ odpowiednio odcinkami punkty B i B,
z punktami podzialu odcinkéw A,C oraz A,C,.

B,

B 0¢

Rys. 6. Pierwszy spos6b wykreslania elipsy za pomocg linijki

6. Przecigcie si¢ odcinkdéw przechodzacych przez jed-
noimienne punkty podziatu wyznaczaja punkty elipsy.

Uwaga: W celu doktadniejszego wyznaczenia elipsy ilos¢
punktdéw podziatlu mozna zwigkszyé, co pokazano na ry-
sunku, zaznaczajac dodatkowe punkty okrggami.

5.2. Za pomoca linijki — 2

Na linijce w odlegtosci ,.b” od punktu ,,X”, réwnej matej
polosi elipsy, zaznaczamy punkt ,Y”, a nastgpnie w odlegto-
Sci ,a”, punkt ,,E”. Przemieszczamy punkt ,.E” linijki po osi
»X" 1 utrzymujac punkt ,Y” na osi ,y”, zaznaczamy kolejne
punkty elipsy, wyznaczane przez punkt ,.X” na linijce.

Ten sposob zostat wykorzystany do skonstruowania
przybornika do wykre§lania dowolnej elipsy: ,.clipsografu”.

Na linijce elipsografu oznaczamy punkt ,,P” w odlegtosci
,b” stanowiaca np. mata p6tos elipsy. Pozostaty odcinek ,,2”
stanowi diuzsza p6tos elipsy. Przesuwamy linijke wzdtuz pro-
wadnic, punkt,,P” linijki w trakcie przesuwania wyznacza elip-
s¢. Czerwone kropki na rys. 8 oznaczaja punkty skrajne elipsy.

Berecci na pewno znat sposéb tworzenia elipsy za po-
mocy linijki.

A Pofozenie poczatkowe linijki
o]
“«— b
«—— a

Rys. 7. Drugi sposéb wykreslania elipsy za pomoca linijki

5.3. Za pomoca cyrkla i linijki

Wykreslenie elipsy o danych osiach (oparte na réwna-
niu parametrycznym — o Srodku symetrii lezacym w poczat-
ku uktadu i o osiach symetrii pokrywajacych si¢ z osiami
uktadux = a cost, y="bcost, gdzie: t —kat mimosrodowy.

1. Ze $rodka elipsy wykresli¢ 2 kota o Srednicach réw-
nych duzej i matej osi elipsy.

2. Na obwodzie duzego kola oznaczy¢ szereg punk-
tow, faczac je promieniami ze $rodkiem elipsy.

3. Zwyzej wyznaczonych punktéw poprowadzié réw-
nolegte do malej osi elipsy.

4. Z punktoéw przecigcia si¢ promieni z kotem malym
poprowadzi¢ réwnolegte do duzej osi elipsy.

5. Punkty przecigcia si¢ rownoleglych wskazanych pod
(3) 1 (4) wyznaczaja punkty elipsy.

Jest jeszcze jedna metoda, a mianowicie za pomoca
sznurka i dwoch pinezek, ale nie bedziemy jej tu przedsta-
wiad, gdyz zna ja kazdy, kto chodzit do szkoly.

5.4. Jak mozna wyku¢ elipsoide w kamieniu?

Na zakoniczenie tego punktu przedstawimy urzadzenie,
za pomocy ktdérego Berecci mogt wykonywaé klinowe cio-
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Rys. 8 Elipsograf — przyrzad do rysowania do- Rys. 9 Wykreslanie elipsy za pomocg cyrkla i linijki

wolnej elipsy
Srednica stupa = 1 stopa = 30 cm
O
i
v A
ISl
N\
AYEEN vy
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315 cm = 10,5 stopy Ny v

B
N

Ruch po elipsie
|¢———— 10stop ——p

C

Ruch po okrggu
na kazdej wysokosci

Sita nacisku -
ciezar wilasny ramienia

Obrabiany
piaskowiec

Ruch po okregu
na kazdej
wysokosci

Platforma

L ¢ 3

7
FioWd
i

Ramie z diutem
o diugosci 10,5 stopy

/

Rys. 10. Schemat urzgdzenia, za pomocg ktore-
go Berecci mégt wytwarza¢ klinowe ciosy elipso-
idalne koputy Kaplicy Zygmuntowskiej

—_—
g
\\ = Platforma
X L Wycinek okrggu
Wycinek elipsy

Rys. 11. Schematyczne przedstawienie ,domniemanego” procesu wytwa-
rzania klinowych cioséw elipsoidalnych koputy Kaplicy Zygmuntowskiej

Fig. & "The Sighsmund Chepel doma

Rys. 12. llustracja poréwnawcza elips wedtug definicji Harwella
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Rys. 13

Rys. 14

Rys. 16. Elementy
o ksztattach eliptycz-
nych: koputa, éciana
tarczowai eliptyczna
wneka Zygmunta
Augusta

Rys. 15. Przekrdj ka-
plicy — widok $ciany
zachodniej

Okoto 330cm
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sy kamienne, to znaczy ich powierzchnie elipsoidalne, a tak-
ze wytyczaé kierunki $cianek klinowych cioséw. Po wyko-
naniu klinowe ciosy byly ustawiane jeden na drugim, z mi-
limetrowa dokladnoscia, tworzac samopodtrzymujaca si¢
elipsoidalng koput¢ Kaplicy Zygmuntowskie;.

Urzadzenie do obrébki cioséw kamiennych przedsta-
wiono narys. 11. Za pomoca tego urzadzenia Berecci mogt
wyznaczaé¢ powierzchnie: kolowa, eliptyczna i dwie po-
wierzchnie plaskie tworzace klin.

Ponadto:

— zdejmowal minimalng grubos§¢ warstwy kamiennej

z przedniej powierzchni obrabianego bloku;

— kolejny blok piaskowca mogl byé postawiony na
poprzednim - stad wniosek, ze mozna bylo sztuko-
wac kaseton lub ornament z mniejszych blokow;

— pod wlasnym cigzarem ci¢zkie drewniane ramig
z dlutem profiluje jednocze$nie wycinek o ksztat-
cie eliptycznym iw ksztalcie okr¢gu (okrag jest
otrzymywany w jednej plaszczyznie na kazdej wy-
sokosci);

— obrdbke cioséw kamiennych moéght dokonywac na
zewnatrz kaplicy jak réwniez wewnatrz stawianej
kopuly, a tym samym doktadnie kontrolowac ksztalt
eliptyczny i jej symetri¢ obrotows.

6. Podsumowanie

Na podstawie dostepnej literatury mozna przypuszczad,
ze pionierem uzycia geometrii nieeuklidesowej w polskiej
architekturze byl Bartolomeo Berrecci, architekt
1 budowniczy Kaplicy Zygmuntowskiej, ktory w roku 1517
przedstawil projekt grobowca na Wawelu kréolowi
Zygmuntowi 1. W 1525 r. zakoficzono obmurowanie
kaplicy, a centralne sklepienie — kopula, zaprojektowana
przez Berrecciego byla nowinka éwczesnej architektury,
wykorzystujaca krzywa inng niz okrag, a mianowicie elipsg.

Czy Berrecci byl pierwszym, czy jednym z pierwszych
architektow budujacych kopule o ksztalcie elipsoidy? Wie-
le wskazuje na to, ze tak, poniewaz pierwsze udokumento-
wane wzmianki na piSmie méwiace o Guarino Guarinie-
mim, budowniczym koput eliptycznych, pojawiaja si¢ do-
piero po roku 1660 [11].

Nie bedziemy tu ,roztrzasa¢”, skad Mistrz Berrecci czer-
pal wiadomosci o elipsie, pozostawimy to historykom sztu-
ki, architektury i matematyki.

Harwell twierdzi, ze nie mozna narysowac elipsy za
pomoca linijki i cyrkla. Starozytni znali linijke 1 cyrkiel, a za-
mieszczone tu opisy metod jej kreslenia dowodza, ze jest to
mozliwe. Przyjety przez Harwella tzw. mimosréd, ktérego
warto$¢ wynosi 1,22, opisany zaleznoscia (46) nie przystaje
w zaden sposob do krzywej eliptycznej koputly kaplicy Zyg-
muntowskiej.

Dla potwierdzenia tych spostrzezenn wykorzystany zo-
stanie rys. 6 z jego pracy. Z tego rysunku wynika, ze Sredni-
ca okregu, w ktory wpisana jest elipsa powinna wynosi¢
okolo 720 cm. Jest ona réwna réwniez diugiej osi elipsy.
Jesli tak, to mata o§ elipsy wynikajaca z jego cytowanej za-
leznosci na mimosréd, powinna wynosi¢ okoto 720/1,22 =
= 590 cm. Niestety tak nie jest, co zilustrowano na rys. 12.
Wymiary elipsy bylyby: 2b = 720 cm oraz 2a = 590 cm, co
nie zgadza si¢ z wynikami pomiaréw odpowiednio o 100
cm 140 cm.

Dokonajmy jeszcze innego podziatu kaplicy, a mianowi-
cie na dwie réwne czgsci (rys.13), 1 sprobujmy ponownie
okresli¢ wielko$¢ duzej 1 malej osi elipsy wedtug zaleznosci
Harwella. Z przeprowadzonych obliczert wynika, ze duza o§
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elipsy wynosi: 2b = 765 c¢m, natomiast mata 2a = 627 cm.
Z doktadnoscia kilku centymetréw mozna przyjaé, ze mata
0§ elipsy jest w dobrej zgodnosci z wynikami pomiaréw, na-
tomiast duza o§ elipsy rézni si¢ az o ponad 50 cm.

A jak jest w rzeczywisto$ci? Na podstawie wykonanych
pomiaréw oraz wykorzystanych metod okreslono z duza
doktadnoscia parametry elipsy przedstawione w tabeli 6.
Zilustrowano to réwniez na rys. 14. Parametry tej elipsy sa
najbardziej przystajace do ksztattu kopuly Kaplicy Zygmun-
towskiej.

Kolejnym dowodem na to, ze Berecci znat krzywa stoz-
kowa, moze by¢ fakt, iz w kaplicy znajduja si¢ inne ,,obiek-
ty” w ksztalcie krzywej eliptycznej. Takimi obicktami sg elip-
tyczne ,pdttarcze”, usytuowane w plaszczyznie pionowej
na $cianach tarczowych kaplicy, o wymiarach: 2a = 600 cm
oraz b = 220 cm.

Jednym z najciekawszych wynikéw, wynikajacych z po-
miaréw elips kaplicy, jest wniosek, ze wngka Zygmunta Au-
gusta wykonana przez innego architekta, Padovano, jest
réwniez wngka o ksztalcie eliptycznym.

Fakt iz obaj budowniczowie znali krzywe stozkowe —
elipsg, zilustrowano na rys. 15 i 16. Dwie pierwsze krzy-
we eliptyczne (kopula i§ciana tarczowa) mozna wyzna-
czy¢ na podstawie znajomosci $rednic wspotsrodkowych
okregow. Laczac linig styczng ich Srednice zewngtrzne (li-
nia niebieska na rys. 16), otrzymujemy stozek o kacie
wierzchotkowym okoto 50 stopni. Przez dwa punkty mo-
zemy przeprowadzi¢ jedna i tylko jedna prosta, to nic
szczegblnego. Jednak przeprowadzenie linii prostej przez
trzy punkty wymaga ich wzajemnego usytuowania i to
bardzo dokfadnego. Padovano tak skonstruowat wngke
eliptyczna Zygmuntowi Augustowi, ze rownolegle prze-
sunigcie linii niebieskiej taczy dwa wewngtrzne okregi elip-
sy kopuly iScian tarczowych z zewngtrznym okregiem
wneki Augusta.
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