9-M/2012

CZASOPISMO TECHNICZNE WYDAWNICTWO é%SKZYT1 5‘8

TECHNICAL TRANSACTIONS POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ ISSUE 26
YEAR 109

MONIKA GWADERA, KRZYSZTOF KUPIEC"

KINETYKA ADSORPCJI — ZASTOSOWANIE ULAMKOW
EANCUCHOWYCH W PRZYBLIZONYCH ROWNANIACH
DYFUZJI I ADSORPCIJI

KINETICS OF ADSORPTION — APPLICATION OF
CONTINUED FRACTIONS TO APPROXIMATE EQUATIONS
OF DIFFUSION AND ADSORPTION

Streszczenie

Przedstawiono przyblizony model kinetyki adsorpcji stuszny dla przypadku, gdy w ukladzie
wystepuja opory dyfuzyjne w ziarnie adsorbentu oraz opory zewnetrzne w ptynie. W mode-
lu zastosowano uproszczenie $cistego rozwiagzania rownania dyfuzji oparte na aproksymacji
utamkami fancuchowymi. Porownano przebiegi zaleznosci stezenia sktadnika w ziarnie od cza-
su adsorpcji dla modelu przyblizonego i $cistego.

Stowa kluczowe: réwnanie dyfuzji i adsorpcji, przyblizone rownanie kinetyki adsorpcji, utamki
tancuchowe

Abstract

An approximate model of adsorption kinetics valid for systems with diffusive resistance in an
adsorbent pellet and external resistance in a fluid was presented. A simplification of the exact
solution of the equation of diffusion based on approximation with continued fractions was used
in the model. Relationships between concentration in a pellet and adsorption time obtained with
the approximate and exact model were compared.

Keywords: equation of diffusion and adsorption, approximate equation of adsorption kinetics,
continued fractions
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Oznaczenia

A, A — lokalna i §rednia bezwymiarowa zawarto$¢ sktadnika w ziarnie
Bi — liczba Biota
D, - efektywny wspotczynnik dyfuzji, m*/s
kg — wspolczynnik wnikania masy, m/s
R — promien ziarna, m

q — zawarto$¢ sktadnika w ziarnie, kg sktadnika/kg ziaren

t — czas, s

n — bezwymiarowa wspotrzedna potozenia

T — bezwymiarowy czas

Indeksy

b — rdzen ptynu

i — warto$¢ poczatkowa
1 — powierzchnia ziarna

1. Wstep

W instalacjach adsorpcyjnych zawarto$¢ réwnowagowa sktadnika w ziarnach adsorbentu
jest praktycznie nieosiggana. Wynika to ze skonczonej szybkos$ci proceséw przenoszenia
masy i powoduje, ze ztoze adsorbentu zostaje wczesniej ,,przebite” niz nasycone. Uwzgled-
nienie zaleznosci kinetycznych przy projektowaniu adsorberow jest zatem konieczne.

Szybkos¢ adsorpcji jest limitowana poprzez najwolniejszy etap (etapy) catego ztozonego
procesu, na ktory skladaja si¢ transport sktadnika z rdzenia fazy ptynnej do powierzchni
ziarna adsorbentu (wnikanie), dyfuzja w makroporach ziarna, dyfuzja w mikroporach oraz
wiasciwy akt adsorpcji. Ten ostatni etap nie jest na ogét dominujacy, a wiec na szybkosé
procesu adsorpcji wptywaja gtéwnie etapy transportu sktadnika do miejsca zaadsorbowania.
W celu uproszczenia modelu kinetycznego czesto zaklada si¢ dominacje dyfuzji w mikro-
lub makroporach, sprowadzajac rozwazania nad szybkos$cia adsorpcji do problemu, w kto-
rym wystepuja tylko dwa szeregowe opory dyfuzyjne: opory zewnetrznego wnikania oraz
opory dyfuzji w ziarnie adsorbentu (w mikro- lub makroporach).

Modele dyfuzji w mikro- i makroporach réznig si¢ tym, ze w rownaniach dyfuzji wyste-
puja inne rodzaje stezen adsorbowanego sktadnika. Przy dyfuzji w mikroporach stezenia sa
odnoszone do obje¢tosci fazy stalej, zas przy dyfuzji w makroporach operuje si¢ stezeniami
fazy ptynnej. Przy modelowaniu te réznice staja si¢ nieistotne, gdy analizowany uktad ad-
sorpcyjny charakteryzuje si¢ liniowg rownowaga.

Jezeli opory zewnetrznego wnikania stanowig niewielki udziat w calkowitym oporze prze-
noszenia masy, to kinetyke adsorpcji charakteryzuje tylko wspotczynnik dyfuzji w ziarnie;
w przeciwnym przypadku na kinetyke adsorpcji ma wptyw réwniez wspotczynnik wnikania
sktadnika z rdzenia fazy ptynnej do powierzchni ziarna. Relacje pomiedzy wewngtrznym
1 zewnetrznym oporem przenoszenia wyraza liczba Biota bedaca stosunkiem tych dwoch
oporéw i definiowana nastepujaco:
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Jesli udziat zewnetrznego oporu wnikania w calkowitym oporze przenoszenia jest nie-
wielki, liczba Biota ma duzg wartos¢. Gdy Bi > 100, mozna uzna¢, ze opory dyfuzyjne wy-
stepuja tylko wewnatrz ziarna. Na ogot zewnetrzny opor istotnie wptywa na kinetyke proce-
su i powinien by¢ uwzgledniany.

W $cistych modelach kinetyki adsorpcji wystepuja rownania rozniczkowe czastkowe,
w ktorych zmiennymi niezaleznymi sa wspotrzedna potozenia w ziarnie adsorbentu i czas.
Rozwigzywanie tego typu zaleznosci jest czasochtonne. Problem czasochtonno$ci rozwiazan
jest szczegolnie istotny w przypadku, gdy adsorpcja zachodzi w ztozu, a nie w pojedynczym
ziarnie. Ponadto czgsto rozwigzywanie jest wykonywane wielokrotnie w ramach ztozonej
procedury. Dlatego tez korzystne jest do opisu matematycznego nieustalonego przenoszenia
masy zastosowac takie uproszczenie, ktore poskutkuje wyeliminowaniem zmiennej potoze-
nia w ciele (ziarnie). Otrzymana zalezno$¢ nazywana jest przyblizonym rownaniem kine-
tycznym. Po wyeliminowaniu wspotrzednej potozenia proces jest opisany rownaniem roz-
niczkowym zwyczajnym lub uktadem takich roéwnan.

Istnieje wiele przyblizonych réwnan kinetycznych [1-5]. Najbardziej znana jest zalez-
no$¢ LDF Glueckaufa [1], ktora dla przypadku adsorpcji w ziarnie kulistym ma postac:

dA -

Z=15(/11—A) 2)
gdzie 4, jest bezwymiarowym stezeniem na powierzchni ziarna. Rownanie LDF dla krotkich
czasow trwania procesu daje jednak niedoktadne wyniki, co znacznie ogranicza jego stoso-
wanie.

Ostatnio, przy opracowywaniu przyblizonych réwnan kinetycznych wykorzystywane sa
utamki tancuchowe [6-8]. Ze wzgledu na niezbyt szerokie rozpowszechnienie tego typu na-
rzedzia aproksymacyjnego, utamki te omoéwiono w nastgpnym podrozdziale.

W niniejszym artykule zmodyfikowano model Lee i Kima [6] oparty na aproksymacji
utamkami tancuchowymi i dotyczacy braku zewnetrznych oporow dyfuzyjnych. Zastosowa-
ny uogolniony model dotyczy jednoczesnego wystgpowania wewnetrznych i zewnetrznych
oporow dyfuzyjnych. Przedstawiony model dotyczy adsorpcji w ziarnach kulistych.

2. Ulamki lancuchowe
Skonczony utamek tancuchowy to wyrazenie o postaci:

1

ap +
a +

1 3)

a, + 1

“ta

as +

gdzie ogniwo q, jest liczbg catkowitg, a kolejne ogniwa a, to liczby naturalne, przy czym
ostatnie ogniwo jest wicksze od 1. Dla zaoszczedzenia miejsca zamiast wyrazenia (3) zapi-
suje si¢ czesto:

[ao; al,az,a3,...,ak] “)
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Utamek o nieskonczonej liczbie cztondw to nieskonczony utamek tancuchowy. Jesli licz-
by a powtarzajg si¢ cyklicznie, wyrazenie (3) jest utamkiem fancuchowym okresowym. Jesli
utamek taficuchowy zostanie obcigty po n-tym ogniwie @, otrzymywany jest n-ty redukt
utamka tancuchowego.

Kazda liczbg rzeczywista mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci utamka fancucho-
wego. W przypadku liczb wymiernych, utamki tancuchowe sa skonczone, a dla liczb niewy-
miernych — nieskonczone. Algorytm rozwijania liczb rzeczywistych w skonczony utamek
fancuchowy jest oparty na dwoch powtarzanych naprzeminnie krokach [9]:

1) wydzielenie catkowitej czgsci danej liczby — liczba jest zapisywana jako suma liczby cat-
kowitej i reszty mniejszej od 1,

2) przedstawienie reszty jako jedynki podzielonej przez liczbe wigksza od 1; po wykonaniu
tej operacji, nalezy zastosowac krok 1 do mianownika tego utamka itd.

Obowiazuja zatem zaleznosci:

1
x=ay+— (52)
X
xX=a,+ !
=4q
arl &
Xy
xX=ay+ ! T
a + i (5¢)
a2+?
3

itd.
Przyktadowo liczbg m=3,141592653... mozna za pomocg utamka tancuchowego zapisa¢
W postaci:

n=[3;7,151,292,1,1,...]

wynikajacej z nastepujacych przeksztalcen

ap =3
x=3+0,141592653=3+;; ay =17
7,062513306
1
x =7+0,062513305=7+ ————;  a, =15
15,99659441
x, =15+0,996594409 =15+ ————; a3 =
1,003417228
x3 =1+0,003417228 =1+ a, =292

2026348337
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Atrakcyjna wlasciwoscia utamkow tancuchowych jest to, ze obcigte utamki fancuchowe
(redukty) stanowia najlepsze mozliwe przyblizenia liczb rzeczywistych.

3. Réwnanie dyfuzji i adsorpcji

Dla adsorpcji w ziarnie bezwymiarowa zawartos¢ pochtanianego sktadnika, odpowiednio
lokalna i $rednia, definiowana jest nastepujaco:

A= 4 — 4 = 49— 4 (6a1ib)
. q; —4p q; —4qp
gdzie:

q — zawarto$¢ zaadsorbowanego sktadnika usredniona po objetosci ziarna,
g, — zawarto$¢ poczatkowa,
g, — zawarto$¢ rownowagowa w stosunku do stezenia w rdzeniu ptynu (dla adsorpcji
q,#0).
Dla ziaren kulistych rownanie dyfuzji i adsorpcji ma postaé:

2
o4_24 2 o o
ot ot m on

To réwnanie rozwazono tacznie z warunkiem poczatkowym:
1=0;,4=0 (8)
oraz warunkami brzegowymi. Warunek dla §rodka ziarna ma postac:

n=0: 20 ©)
on
Posta¢ warunku dla powierzchni ziarna zalezy od relacji pomigdzy oporami dyfuzyjny-
mi w ziarnie i na zewnatrz ziarna. Gdy opory na zewnatrz ziarna mozna pomina¢ (Bi—o),
warunek ma postac:
n=14 =1 (10)

Gdy obok oporéw w ziarnie uwzgledniamy réwniez opory zewngtrzne, warunek brzego-
wy dla powierzchni ziarna jest nastepujacy:

0A .
n=1 %=BI(1—A1) (11)

Srednie st¢zenie w ziarnie kulistym wynosi:

1
Z=3jn2A-dn (12)
0
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4. Przyblizony model Lee i Kima dla ziaren kulistych

W pracy Lee i Kima [6] przedstawiono nowe podejscie do problemu uproszczonych row-
nan kinetyki adsorpcji. Przedstawiony model opiera si¢ na wykorzystaniu przeksztatcenia
Laplace’a dla rownania dyfuzji, przeksztatceniu rozwigzania do postaci utamkow tancucho-
wych i obcigciu otrzymanego wyrazenia do takiej liczby cztonow, ktora zapewnia zadang do-
ktadnos¢. Autorzy swoje rozwazania skoncentrowali na uktadach, w ktorych zachodzi reakcja
chemiczna pierwszego rzedu, ale nie wystepujg zewnetrzne opory dyfuzyjne. Stwierdzono, ze
proponowany model jest zgodny z rozwigzaniem $cistym, ale nalezy uwzgledni¢ odpowiednig
liczbe cztonow w utamkach tancuchowych okreslajacych rzad aproksymacji n. Aproksymacja
pierwszego rzedu (n = 1) odpowiada rownaniu LDF. Im krotszy czas procesu, tym niezbedny
rzad aproksymacji musi by¢ wigkszy, aby uzyska¢ akceptowalng doktadno$¢ aproksymacji.
Autorzy stosowali w obliczeniach rzgdy aproksymacji nieprzekraczajace n = 4.

W celu znalezienia warto$ci 4 na podstawie przyblizonego modelu Lee i Kima nalezy
rozwigzac¢ nastepujacy uktad réwnan rozniczkowych zwyczajnych:

X =ax+b4, (13)
gdzie wektory x , X oraz b sa zdefiniowane nastepujaco:
x=[x, % .. %] (14)
T
x=[y 1 .. %] (15)
T
b=[3 3 .. 3] (16)
natomiast macierz a:
P4 Py gy - Pidee P |
D P29 P93 -+ TP29na1 —DP149x
a— b P29 P93 - —P14n (17)
-P3qs ...
—P249 e v TPpa9n-1 —Pu-14n
L=t —P292 P393 -+ T Pp-19n-1 " Pn9n |
przy czym wartosci p, i ¢, Wynosza:
p, =20 +i (18)
q;, =4i+1 (19)

Wielkos$¢ n oznacza rzad aproksymacji. Jest on tozsamy z liczbg cztonow utamka tancu-
chowego przyblizajacego rozwigzanie doktadne. Uktad rownan (13) nalezy rozwiaza¢ z wa-
runkiem poczatkowym:

t=0;x=0 (20)
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W wyniku rozwigzania uktadu réwnan rézniczkowych (13) otrzymywana jest funkcja
wektorowa x(t), na podstawie ktorej wyznacza si¢ funkcje skalarng A4 (t) wg wzoru:

Z:qx (21)

5. Uogdlnienie modelu Lee i Kima

W modelu Lee i Kima przyjeto dla etapu adsorpcji 4, = 1, co jest rownoznaczne z bra-
kiem oporéw dyfuzyjnych na zewnatrz ziarna. Aby uwzgledni¢ zewnetrzne opory wnikania
masy, nalezy uwzgledni¢ warunek (11) (zamiast warunku (10)). Rézniczkujge po czasie za-
leznos¢ (12), otrzymano:

1
A o4
3In2—dn

8r ot

Podstawiajac za pochodng 0A4/0t prawa strong rdwnania (7), otrzymano po przeksztal-

ceniach
1 1 1
j (6 4 26AJdn=3I 0 (n %jdm{nZ%} :3(%)
o on® mon onl  on on J, o),

Po uwzglednieniu warunku brzegowego (11), dostajemy

d—2=3Bi(l—A1) (22)
T

Uwzgledniajagc w rownaniach rézniczkowych (13) zaleznos¢ na 4, wynikajacg z (22),
otrzymuje si¢

x=d'ax+d b (23)
gdzie:
1
d=1+—":b 24
3p; e (24)

Uktad réwnan rézniczkowych (23) nalezy scatkowaé z warunkiem poczatkowym (20),
a nastepnie rozwiazanie podstawi¢ do (21).

Jak tatwo wykazac¢, gdy opory zewnetrzne mozna zaniedbaé (Bi—w), to d = 1 i rbwnanie
(23) staje si¢ identyczne z (13).

Dla niewielkich rzedow aproksymacji (np. n = 1 lub n = 2) réwnania modelu mozna
rozwigza¢ analitycznie.
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6. Rozwiazanie analityczne dlan =1

Na wstepie wedhug (18) i (19) wyznaczono: p,= 3, g, = 5. Macierz a oraz wektory b i d s3
skalarami: a =a=—15, b = b = 3. Wartos¢ d, wedtug wzoru (24), wynosi:

5

Bi

d:d:1+L_-3-5:1+
zas$ jej odwrotnosé: 3Bi

_ Bi
Bi+5
W dalszej kolejnosci obliczono d'a = —15Bi/(Bi+5) oraz d'b = 3Bi/(Bi+5). Réwnanie
rézniczkowe ma postac:

d71 — d—l

15 Bi 3 Bi
- +

X=Xx= — X +—
Bi+5 Bi+5

z warunkiem x = 0 dla T = 0. Rozwiazaniem jest:

x—x—l—l-ex B T
5 5 P Ty

Ostatecznie nalezy wyznaczy¢ wielko$¢ 4 = qx:

- 15
A=1-exp| - . 2
xp( 1+5/Bi T] 25)

Po zrézniczkowaniu i uwzglgdnieniu zaleznosci (22), otrzymuje si¢ rownanie LDF. Przy-
ktadowo dla Bi =5 przyblizone rownanie kinetyczne ma postac:

Zzl—exp(—%-r} (26)

Natomiast dla Bi — o«
A :l—exp(—IS-T) (27)

7. Rozwiazanie analityczne dla n =2
7.1. Skonczona warto$¢ liczby Biota: Bi =5
Wartosci p. i g, wynosza: p, = 3, p,= 10, ¢, = 5, ¢,= 9. Macierz a ma postac:
-15 =27
a=
-15 -90

Natomiast wektory b i q:
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T
b=[3 3] q=[5 9]
Obliczenia dla Bi = 5 sg nastepujace. Elementy macierzy d wyznaczono zgodnie z zalez-

noscia (24). Otrzymano:
2 9/5
d =
1 14/5

Macierz odwrotna do macierzy d ma postac:

Lt |14 =99
{—5/19 10/19}

Nastepnie wyznaczono iloczyny d'a oraz d'b:

! [—75/19 432/19} d_lb{ls/w}

T -75/19 -765/19 15/19

Warunki poczatkowe sg nastgpujgce: dla 7= 0 jest x, = 0 oraz x,= 0. Zgodnie z (23) ukfad
réwnan rézniczkowych ma postac:

571 [-7519 432197 [x ] [1519
L’cj{—ﬁ/w —765/19]LJ+{15/19}

Rozwigzaniem analitycznym powyzszego uktadu réwnan rézniczkowych sg nastepujace
funkcje:

x =0,2[1-exp(-6,6147-1) ]+

(28a)
0,017219 [exp(—37,5958 t)—exp(—6,6147 1) |
x, =—0,025482 [ exp(-37,5958 t) —exp(—6,6147 1) | (28b)
Znajac postaci funkcji x, i x, oblicza si¢ wielkos¢ A wedlug zalezno$ci (21):
A =5x+9x, (29)

7.2. Nieskonczona wartos$c¢ liczby Biota: Bi — o

Dla Bi— jest d = 1 oraz d'=1 i uktad réwnan rézniczkowych ma postac:

12 T
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8. Wyniki obliczen

0.2 — ® @ O rozwigzanie Sciste
————— n=1
n=2
OF—T—T T T T T T ™1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7
T

Rys. 1. Poréwnanie przyblizonych przebiegow funkeji A(t) dlan=11n=2 z przebiegami Scistymi

Fig. 1. Comparison of exact and approximate courses of function 4(r) forn=1andn=2

Przyblizone przebiegi funkcji A(t) obliczone wg przedstawionego modelu wraz
z przebiegami $cistymi przedstawiono na rys. 1. Obliczenia przeprowadzono dla Bi = 5
i Bi—oo; dla modelu przyblizonego obliczenia dotyczyly n =1 i n = 2. Wida¢ znacznie lep-
sza zgodnos$¢ z rozwigzaniem doktadnym w przypadku przebiegu funkcji odpowiadajacej
n=2w porownaniuz n = 1.

9. Whnioski

1. W celu uwzglednienia w przyblizonym modelu Lee i Kima zewngtrznych oporéw przeno-
szenia masy, nalezy rozwiagzac uktad rownan rézniczkowych (23) zamiast uktadu (13).

2. Przedstawiony zmodyfikowany model daje wyniki zgodne z rozwigzaniem dokladnym
w catym zakresie liczb Biota.

3. Zgodnos¢ przyblizonego modelu z rozwigzaniem doktadnym jest tym lepsza, im wigkszy
jest rzad aproksymacji.
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