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WPLYW ZDERZEN NA DRGANIA POPRZECZNE
I SKRETNE WIRNIKOW

INFLUENCE OF IMPACTS ON THE TRANSVERSE
AND TORSIONAL VIBRATION OF ROTORS

Streszczenie

W niniejszym artykule przeprowadzono analizg jako$ciowa nieliniowego uktadu o 3 stop-
niach swobody, opisujacego drgania wirnika. Dopuszczono mozliwo$é wystgpowania zderzen
migdzy elementem wirujacym i stojanem. Zastosowano metody numerycznego catkowania
oraz metody analizy widmowej do zbadania wplywu czgstosci wymuszenia i ugigcia sta-
tycznego wirnika na typ drgan i liczbg zderzen.
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Abstract

The paper discusses the analysis of a three-degree-of-freedom non-linear model which
describes the vibrations of a rotor. The model takes into account the impacts between the
rotating element and a limiter of motion. Using the methods of numerical integration and
spectrum analysis, the influence of the excitation frequency and static loads on the type of
vibrations, number of impacts of the system has been studied.
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1. Wstep

Drgania poprzeczne wirnikdbw sa najczesciej efektem resztkowych niewywazen.
W przypadku wirnikéw, ktorych obroty sa wyzsze od krytycznych, dochodzi podczas pro-
cesOw przejsciowych do uderzen wirnika w stojan. W pewnych warunkach pod wptywem
sit udarowych wzbudzaja si¢ drgania prawie okresowe lub chaotyczne.

W pracach dotyczacych zagadnien zderzen w omawianym uktadzie zwykle badany jest
uproszczony model wirnika typu Jeffcott [1-4, 6, 8-10]. Jego analiza pozwala wyjasni¢
wiele interesujacych zjawisk wywolanych zderzeniami elementéw uktadu. Przyjmujac do
badan taki model, Karpenko i in. [6], a takze Sun, Xu i Zhou [10] wykazuja, ze przy duzym
ugigciu statycznym lub duzej amplitudzie wymuszenia bezwladno$ciowego ustalaja sig
drgania podharmoniczne lub chaotyczne. W pracach [6, 10] badany jest wptyw czgstosci
wymuszenia oraz sztywnosci zamocowania stojanu na typ drgan. Chu i Zhang [1] analizuja
wpltyw sity cigzkoséci, Edwards i in. [2] badaja wplyw sztywnos$ci skretnej watu, natomiast
Feng i Zhang [3] zwracaja uwagg na formy wzbudzanych drgan.

Ponizej podjgto probg zbadania wpltywu zderzen na drgania poprzeczne i skrgtne
w uktadzie wirnik—stojan. Analizowano ruch wirnika przy sztywno zamocowanym sto-
janie.

2. Model ukladu

W celu zbadania wplywu zderzen na drgania wirnika przyjgto model przedstawiony na
rysunku 1. Wirnik 1 w ksztalcie sztywnego dysku o masie m i promieniu R jest za-
mocowany na bezmasowym wale 3, ktorego konce podtrzymuja elastyczne podpory. Od-
legtosci wirnika od podpor sa jednakowe i wynosza /. Pomigdzy wirnikiem a nieruchomym
stojanem jest luz A. Parametry b i ¢ okreslaja, odpowiednio, thumienie i sztywno$¢ podpor
waly, b; 1 ¢, thumienie 1 sztywno$¢ skretna watu, natomiast b, i ¢, to parametry okreslajace
proces zderzenia wirnika ze stojanem. Drgania poprzeczne opisuja wspotrzedne x i y
punktu O (rys. 2), natomiast drgania skrgtne kat y =0 -0,. W modelu uwzglednio-
no ugigcie statyczne wirnika d w kierunku pionowym oraz wplyw niewywazenia (para-

metr ey). Zalozono takze, ze predkos$é obrotowa QQ zewngtrznego urzadzenia napedzajacego
wirnik (silnik) jest stala.
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Rys. 1. Model fizyczny uktadu: 1 — wirnik, 2 — stojan, 3 — wat, 4 — silnik
Fig. 1. Dynamic model of the system: 1 — rotor, 2 — stator, 3 — shaft, 4 — motor
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Rownania rézniczkowe ruchu wygodnie jest wyprowadzi¢ z rownan Lagrange’a 11-go
rodzaju. W tym celu wzor okreslajacy energi¢ kinetyczna wirnika
1 2 1 : 2
T'=—mVg+—10 1
2 N 2 s ( )

przeksztatémy, wykorzystujac zwiazki

Vi, =X —,05in © = & — ¢, (Q + ) sin(Qf + ) o
Vs, = 9 +e,0cos® = j +¢,(Q+ ) cos(Q + )

wynikajace z zalezno$ci wektorowej migdzy predkosciami punktow O i1 S. Kat © = Qf +

jest tu catkowitym katem obrotu wirnika. Po wprowadzeniu oznaczenia I, = I + me,
otrzymamy

T= %m(}'cz + y‘z)%u)(g ) + mey (Q+ ) cos(Qf + y) — xsin(Qt + )] (3)

Zaktadajac dalej, ze x, y 1 ¢ sa wspotrzednymi uogélnionymi, sity uogdlnione opisuja
nastgpujace wzory
Q,=-bx—cx—F cosp+F,sing

X

0, = by —cy—F.sing—F, cos¢ @

0, =-by-cy-FR

gdzie tgo = y/(x + d) (rys. 2). Wystepujace we wzorach (4) sily F, i F; sa sktadowymi bie-
gunowymi oddzialywania stojanu na wirnik w momencie zderzenia. Przyjgto dalej [4], ze
sktadowa radialna sity udarowej opisuje wzor

F.(r,;7)=[c,(r=A) +b,71H(r —A)H[c,(r = A) + b,7] 6)
gdzie H(.) jest funkcja Heaviside’a. Zgodnie ze wzorem (5) sktadowa F, przyjmuje dla

r> A tylko wartosci dodatnie.
Pomigdzy sktadowa radialna i transwersalna zatozono zwiazek

F, = o F, sgn[r¢ + R(y + Q)] (6)

Wystepujace we wzorach (5), (6) wspotrzedne biegunowe oraz ich pochodne mozna
wyznaczy¢ ze Wzorow

r=q(x+d)’ +y° F=[(x+d)x+ypl/r ro=[(x+d)y - yil/r (7
Z réwnan Lagrange’a II-go rodzaju wynika nastepujacy uktad rownan rézniczkowych
mi + bx + cx + F, cos @ — F, sin @ = me,[(Q +\)” cos © + j sin O]
my +by +cy+ F.sin @+ F, cos ¢ = me,[(Q+)” sin ® —jj cos O] ®)
LW +by+c,y+ F.R =mey[xsin(Q +y) — Y cos(Qf + y)]
Po wprowadzeniu bezwymiarowego czasu T=m,f, gdzie o, = m jest czestoscia

drgan wlasnych wirnika oraz bezwymiarowych wspotrzednych u; = x/A, uy = y/IA 1 uz = vy,
uktad (8) przyjmuje postaé
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w+2C,uf +u, + f, (u, + 0 —pu,)/p = e[(o+ ul)? cos(@t + uy) + ul sin(®T + uy)]
uy + 28y +uy + f, (uy + puy +po)/p = e[(0+u})? sin(T+uy) —uj cos(@T+u;)] (9)
uy +20,C s+ ojuy + 1y, f, = he[(0+u})? sin(@T + ;) —uf cos(0T+uy)]
przy czym
So=lr.(p=D+28,p' 1H(p-D) H[y,(p—D+2C,p'] n=p,sgn[pe+p,(w+u;")] (10)

gdzie
p =41 +0)’ 'H";

¥

Rys. 2. Zwiazki kinematyczne
Fig. 2. Kinematics relations

Uktad (9) jest uktadem réwnan nieliniowych gtéwnie ze wzgledu na sity bedace rezul-
tatem zderzen wirnika z nieruchomym stojanem. Opisuje on drgania poprzeczne i skrgtne
wirnika. Rozwiazania uktadu (9) zaleza istotnie od bezwymiarowych parametrow

0=0/o, e=e¢,/A c=d/A (11)
oraz w nieco mniejszym stopniu od pozostatych parametréw, zdefiniowanych nastgpujaco
Yo=mRA/I, vy,=c,Jc v,=cmfcl, A=meAll, p,=R/A (12)

C=b/2me ¢, =b,/2fme, ¢ =b)2\l,c, (13)

3. Rezultaty obliczen

Ponizej przedstawiono wybrane rezultaty analizy jako$ciowej, prowadzonej metodami
numerycznymi opisanymi w pracach [5, 7]. Do wyznaczenia rozwiazan roéwnan (9) zasto-
sowano metody numerycznego catkowania, a do okreslenia typéw drgan metody analizy
widmowej, bazujace na algorytmach szybkiej transformaty Fouriera. Ograniczono si¢ do
zbadania wplywu parametréw o i o, decydujacych najczesciej o charakterze wzbudza-
nych drgan. W obliczeniach zostaly przyjete nastepujace wartosci pozostatych parametrow:
e=0,2,7=0,1,v,=50,y,=2,A=0,005, pp =100, ¢, = 0,1, £, = 0,1, {;= 0,05.

Na rysunku 3 przedstawiono wplyw czg¢stosci wymuszenia ® i ugigcia statycznego ¢ na
typ drgan (rys. 3a)) oraz liczbg zderzen (rys. 3b)). Na rysunkach naniesiono rowniez krzy-
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wa, wyznaczong na podstawie analizy uktadu liniowego (bez zderzen), a okreslajaca ugig-
cie statyczne o, dla ktérego warto§¢ maksymalna wspolrzednej » podczas drgan ustalonych
jest rowna luzowi A(rn.x = A). W obszarach lezacych ponizej tej krzywej analiza liniowa
sugeruje brak zderzen wirnika z ogranicznikiem, czyli w stanie ustalonym powinno si¢
obserwowac drgania harmoniczne.
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Rys. 3. Wplyw parametrow o i o na: a) typ drgan, b) liczbg zderzen
Fig. 3. Influence of parameters ® and c on: a) the type of vibration, b) number of impacts

Badania uktadu nieliniowego wykazuja jednak wystgpowanie w tych obszarach innych
typow ustalonych drgan, podczas ktérych wirnik uderza w sposéb regularny lub nieregu-
larny w ogranicznik. Jest to rezultat procesow przejsciowych — poczatkowo sporadyczne
uderzenia wirnika w stojan przechodza z czasem w systematycznie powtarzajace si¢ zde-
rzenia wywolujace drgania o zlozonym charakterze. Drgania takie zaleza od warunkéw
poczatkowych oraz od luzu A. W efekcie finalnym obszar drgan bez zderzen jest oddzie-
lony od pozostatych obszaréw nieregularna krzywa.

W szerokim zakresie rezonansowym (dla 0,5 < o < 2,3) dominuja drgania z czg¢stoscia
wymuszenia (drgania 17-okresowe) — w jednym okresie wymuszenia najczesciej obserwuje
si¢ pojedyncze uderzenia wirnika w ogranicznik ruchu (N, = 1). W wezszym zakresie,
w poblizu wartosci ® = 1, dochodzi takze do czgstszych zderzen (N, > 1). Wraz ze wzro-
stem warto$ci ® liczba uderzen maleje, rownoczes$nie drgania 17-okresowe przechodza
kolejno w drgania podharmoniczne drugiego, trzeciego i czwartego rzedu. Drgania pod-
harmoniczne oddzielone sa od siebie zakresami drgan chaotycznych.

Parametry v;, C,, a takze vy i A, decydujace o drganiach skretnych wahi, maja znikomy
wplyw na przedstawione rezultaty analizy jakoSciowej. O typie drgan decyduja zderzenia,
ktérych wystapienie zalezy od drgan poprzecznych. Drgania poprzeczne w matym stopniu
zaleza od drgan skretnych. Fakt ten potwierdzaja wyniki przedstawione na rys. 4.

Mamy tu przypadek drgan okresowych (przyjeto o = 3, ¢ = 0 i y, = 500). Przebiegi
czasowe drgan poprzecznych, otrzymane dla znacznie rdzniacych sig¢ wartosci parametru vy,
(bezwymiarowa sztywnos$¢ skrgtna), praktycznie sa takie same (rys. 4a) dla y, = 40 i rys.
4b) dla y, = 400). Wplyw parametru y, uwidacznia si¢ dopiero na wykresach drgan skret-
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nych (rys. 4c) i 4d), odpowiednio, dla y, = 40 i y, = 400). Cyklicznie powtarzajace sig
zderzenia wywotluja zanikajace wykladniczo drgania skretne. Czgsto$¢ tych drgan zalezy
wyraznie od parametru v, ktéry moze by¢ tu interpretowany jako kwadrat bezwymiarowe;j
czestosei skretnej. W zwiazku z tym okres drgan ttumionych, pokazanych na rys. 4d), jest
10 razy mniejszy od okresu przebiegu na rys. 4c).
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Rys. 4. Wplyw parametru y, na przebiegi czasowe: a) i b) drgania gigte, c) i d) drgania skrgtne
Fig. 4. Influence of parameter v, on the time history: a) i b) flexural vibrations,
¢) i d) torsional vibrations

Rys. 5. Wplyw parametru o: a) wyktadnik Lapunowa, b) diagram bifurkacyjny,
¢) wymiar Lapunowa

Fig. 5. Influence of parameter ®: a) Lapunov exponent, b) bifurcation diagram,
¢) Lapunov dimension
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Na rysunku 5 przedstawiono poréwnanie wykresu najwigkszego wyktadnika Lapunowa
z diagramem bifurkacyjnym oraz zalezno$¢ wymiaru Lapunowa od czgsto$ci wymuszenia.
Do wyznaczenia wyktadnikow zastosowano odpowiednio zmodyfikowany algorytm Wol-
fa [11], natomiast diagram sporzadzono metoda stroboskopowa, notujac wartosci prze-
mieszczen co okres wymuszenia. Diagram ten odpowiada przekrojowi obszaru (o, o) dla
c =0,8 (rys. 3).

Warto$¢ ujemna wyktadnika Lapunowa (rys. 5a)) $wiadczy o niechaotycznej ewolucji
uktadu, w odpowiednich zakresach czesto$ci ® na diagramie mozna zaobserwowac uktady
pojedynczych linii. Liczba linii n okresla rzad drgan podharmonicznych (nT-okresowe).

Chaos wystepuje w przypadku dodatniego wyktadnika Lapunowa, woéwczas na diag-
ramie rozktad punktow jest zblizony do losowego, a wymiar Lapunowa przyjmuje wartos¢
wigksza od jednosci (D > 1).

Na rysunku 6 przedstawiono przebiegi czasowe zmiennej u,’(¢), portrety fazowe na
plaszczyznie (uy, u;’) oraz trajektorie (u;, u,) dla drgan okresowych typu 1:3 (rys. 6a)),
prawie okresowych (rys. 6b)) oraz dwoch typdéw drgan chaotycznych (rys. 6c¢) i 6d)). Przy-
jetotu o =0,8.
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Rys. 6. Przebiegi czasowe, portrety fazowe i trajektorie: a) @ =4,5,b) ®=9,5,c) ®=2,5,d) o =38
Fig. 6. Time histories, phase planes and trajectories: a) ®=4,5,b) ®=9,5,c) ®=2,5,d) ®=8
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Trajektorie fazowe oraz trajektorie ruchu sa krzywymi zamknigtymi tylko w przypadku
drgan okresowych (rys. 6a)), w pozostatych przypadkach wypehiaja one dos¢ szczelnie
pewne fragmenty odpowiednich ptaszczyzn (dla wigkszej przejrzystosci na rys. 6 po-
kazano trajektorie w ograniczonym przedziale czasu).
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Rys. 7. Mapy Poincaré (6 =0,8): a) ®=4,5,b) ®=9,5,c) ©=2,5,d) 0 =8
Fig. 7. Poincaré maps (c =0,8):a) ®=4,5,b) ®=9,5,c) ®=2,5,d) ®=8

Roézne sg tez fazowe portrety stroboskopowe (w plaszczyznie u;, u;”) dla omawia-
nych typow drgan — sa to, odpowiednio, pojedyncze punkty (rys. 7a)), krzywa zamknigta
(rys. 7b)) oraz fraktale w przypadku drgan chaotycznych (rys. 7¢) i 7d)).

4. Whnioski

Z analizy numerycznej rownan rozniczkowych (9) mozna wyciagnaé nastgpujace wnio-
ski dotyczace zachowania si¢ uktadu wirnik—stojan:

— Pokazany wplyw parametrow o i ¢ na charakter drgan oraz liczbg zderzen jest typowy
dla uktadu wirnik—stojan. Dla innych wartosci pozostatych parametréw uktadu ksztatty
,,obszarow” réznych jakosciowo drgan ulegaja tylko nieznacznej zmianie [8].

— Podczas drgan 17-okresowych liczba zderzen w okresie wymuszenia jest najczegsciej
liczba catkowita, wigksza lub rowna jednosci. W przypadku drgan podharmonicznych
mamy do czynienia z rzadkimi zderzeniami, a w przypadku drgan chaotycznych liczba
zderzen dodatkowo zmienia si¢ w sposob nieregularny co okres wymuszenia.

— Analiza wykladnikéw Lapunowa oraz diagramu bifurkacyjnego prowadzi do podob-
nych wnioskow. Analiza diagramu pozwala w przypadku drgan okresowych okresli¢
dodatkowo rzad drgan podharmonicznych; zaleta jest tu tez znacznie mniejszy czas wy-
maganych obliczen numerycznych.

— Skutkiem zderzen wirnika ze stojanem sa drgania skrgtne walu. Istotny wplyw na
amplitudy drgan maja tu parametry yo, ¥, C; 1 A. Jednak ze wzgledu na stabe sprzgzenie
dwach pierwszych rownan uktadu (9) z réwnaniem trzecim drgania poprzeczne w nie-
znacznym stopniu zaleza od drgan skretnych.
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