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Streszczenie

Przedmiotem artykutu jest optymalne ksztattowanie przekroju poprzecznego tuku kotowego
wykonanego z rur o stalej $rednicy zewngtrznej i zmiennej grubosci, ktory jest elementem
no$nym stalowej ktadki pieszo-jezdnej. Dla pigciu stanéw obciazenia minimalizowana jest
objgtos¢ stali, przy ograniczeniach wytrzymatosciowych i geometrycznych. Zadanie optymal-
nego ksztattowania jest sformutowane w kategoriach teorii sterowania, warunki konieczne
optymalizacji tworza WPPB, ktory rozwiazano numerycznie za pomoca programu Dircol-2.1.

Stowa kluczowe: sterowanie optymalne, zasada maksimum
Abstract

The paper presents optimal modelling of the cross-section of a semi-circular arch made of
tubes having fixed external diameter and variable thickness which is a carrying member of a
steel foot bridge. The steel volume is minimized for five states of load, taking into account the
strength and geometrical constraints. The optimal design problem is formulated in terms of
the control theory, the necessary optimization conditions form the multi-point boundary value
problems, which is solved numerically by means of the Dircol-2.1 software.
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1. Wstep

Artykul dotyczy optymalnego ksztaltowania przekroju poprzecznego tuku kotowego
wykonanego z rur o stalej §rednicy zewngtrznej i zmiennej grubosci. Dwa tuki kotowe sta-
nowia ustroj no$ny ktadki pieszo-jezdnej. Ktadka przeznaczona jest dla ruchu pieszego
(szeroko$¢ pomostu — 4 m) oraz dla ograniczonego ruchu pojazdow kolowych przewi-
dzianego jako obciazenie wyjatkowe. Na tukach oparta jest konstrukcja pomostu, ktory
pracuje jako belka ciagta trojprzgstowa. Obciazenie z ptyty pomostu jest przekazywane na
huk przez podpory ptyty; sa to obciazenia skupione. Luk kotowy jednoprzgstowy o roz-
pigtosci 18,64 m i strzatce 3,30 m oparty jest na dwoch tozyskach statych. Promien osi tuku
wynosi 14,87 m. W artykule pomini¢to wpltyw standw montazowych na optymalizacje.

2. Sformulowanie zadan optymalizacji

Luk kotowy jest optymalizowany dla wybranej funkcji celu, ktorg jest objetos¢ stali
z uwzglednieniem ograniczen. Zadanie optymalizacji sformutowane bedzie nastgpujaco:
dla tuku poddanego réznym stanom obcigzenia nalezy wyznaczy¢ optymalny rozktad gru-
bosci rury, ktoéra minimalizuje przyjeta funkcje celu i spetnia przyjgte ograniczenia.

W artykule rozwazono nast¢pujace stany obciazenia:
1. Stan 0 — obciazenie cigzarem wlasnym tuku. W tym stanie uwzglednia si¢ tylko ob-
cigzenie cigzarem wlasnym optymalizowanego tuku w postaci obcigzenia rozlozonego
w odniesieniu do osi tuku.
Stan 1 — obciazenie cigzarem wlasnym nadhucza.
Stan 2 — obciazenie thumem pieszych.
Stan 3 — obciazenie pojazdem na lewym stupku.
Stan 4 — obciazenie pojazdem na prawym stupku.

Dk

W stanach 1-4 obciazenie jest przekazywane na tuk przez podpory plyty pomostu i sa
to sily skupione. Wartosci tych sil wyznaczono w programie Robot jako reakcje podpor
belki ciagtej (plyty pomostu). Wyrdznionym stanom obcigzenia odpowiadaja zmienne sta-
nu zestawione w tabeli 1.

Tabela 1
Zmienne stanu
Stan 0 Stan 1 Stan 2 Stan 3 Stan 4

u: Y1 Y7 Y13 Y19 Yas
wi 2 8 Yia Y20 Y26
o: 3 Yo Yis Va1 Yo7
M: Ya Yo Yie Y2 Vo8
0: Ys Y1 Y17 Y23 Y29
N: Yo Y12 Jig Y24 Y30
v: Y31

gdzie:
u — przemieszczenie styczne do osi tuku,
w — przemieszczenie prostopadte do osi tuku,



¢ — przemieszczenie katowe,
M — moment zginajacy,

QO — sita poprzeczna,

N —sila podtuzna,

V' — objetosé.

Ciezar wtasny
(zmienny)

60,000 kN

80,000 kN

75,000 kN

Stan 3

75,000 kN

L 5,44 L 8.00 L 5,20 p
7 7 A 7
L 18.64 I
7 7

Rys. 1. Stany obciazenia: stan 0 — obcigzenie cigzarem wlasnym tuku,
stan 1 — obciazenie cigzarem wlasnym nadtucza, stan 2 — ob-
ciazenie thumem pieszych, stan 3 — obcigzenie samochodem
S na lewym stupku, stan 4 — obciazenie samochodem S na

prawym stupku
Fig. 1. States of loads: state 0 — dead weight of the arch, state 1 — dead weight
of the superstructure, state 2 — crowd load, state 3 — car S load on the
left pillar, state 4 — car S load on the right pillar
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Rownania rézniczkowe stanu maja obecnie nastgpujaca posta¢ kanoniczna

2.1. Réwnania stanu
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Optymalizowany tuk oparty jest na dwoch podporach statych, a wigzom tym od-
powiadaja nastepujace warunki brzegowe

yl(0):O,yz(O):O,y4(0):0,y7(0):0,y8(0):0,y10(0)20
yn(0):0,y14(0):O,ym(0):O,ylg(O):0,y20(0):0,y22(0):0
y25(0)20,y26 (0):0,y28 (0):0
Yi(1)=0.9, (1) =0y, (1) =0,y (1)= 0,74 (1)= 0.y, (1) =0
Yis(D)=0.yu (1) =036 (1) = 0,315 (1) = 0,35 (1) = 0,y , (1) =0
J’25(1):0>}’26(1):Oa)’zs(l)zo

Ponadto w punktach ((x, = 5,44), (x;, = 13,44)) przekazywania obciazen z ptyty pomostu
przyltozone sa sity skupione Py, ktére wywotuja skoki zmiennych stanu. W punkcie x = 5,44
skoki sa nastgpujace

(€)

Yii=y,—Pcosa,
Vi =y, +Psina,
Vi; =Y —P,cosa,
Vis =Ygt Py sina, 4)
Yy =Yy —Pycosa,
Yy =Yy +Pysina,
Y =V —Pycos0,
Vi =V TPy sina,
W punkcie x = 13,44 nieciagle pozostaja zmienne stanu
i =yn—Pycosa,
Vi =y, P sina,
Vi3 =y —P,cosa,
Vis =Yg+ Pysina, (5)
Va3 =V, — Py cosa,
Y =Y+ Py sina,
Vo =V — Py cosa,
Vi =Y Py sina,
Pozostale zmienne stanu y; pozostaja ciagle w punktach A i B. Ostatecznie tuk opisany jest

uktadem 31 réwnan rézniczkowych stanu (1), (2) z warunkami brzegowymi (3) i wew-
netrznymi warunkami punktowymi (4), (5).
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2.2. Funkcja celu
Jako funkcje celu przyjeto objeto$¢ zuzytej stali, ktora jest catkowym wskaznikiem
jakosci

JU) = J.de (6)
: cosa

2.3. Niezbedne ograniczenia

W zadaniu optymalizacji uwzglednione zostaty nast¢pujace kombinacje obciazen:

Tabela 2
Kombinacje obciazen
Obciazenia Kombinacja 1 Kombinacja 2 Kombinacja 3
Cigzar wlasny tuku X X X
Cigzar wlasny nadlucza X X X
Thum pieszych X
Pojazd na lewym stupku X
Pojazd na prawym stupku X

Dla kazdego stanu obciazenia wyznaczono napr¢zenia normalne we wioknach dolnych
i gornych

d d d
GOd:_y4 +&’ Gld:_ylo +&’ G2d:—y16 +&
21 A4 21 A 21 A %
:J’22d pers G :y28d+&
Moo oo4” o214
d d d
Gog:_&Jr&, Glg:_yL_,_yi, ng:_yi_,_yi
21 4 21 A 21 A
Vod Yo Yud Vi
6, =——=—4= o, =—22" 4730
3 20 A 4 2] 4 ®)
Uwzgledniajac kombinacje obcigzen, sumarycznie naprezenia mozemy zapisa¢ nast¢pujaco
G =00aT014+025 Oy =0gq+01y+0355 Oy =0gs 701510y, )
G, =00, +t0,,+0,,, 6,,=06y, +6,,+G3,, ©,, =0, +0,,+0,,

Maksymalne i minimalne napr¢zenia we widknach gérnych i dolnych zapiszemy w postaci
O max,d =/ max (G 1d29 11a>9 i ) l, O mind = mm(c 1d29 11a>9 i ) |
O max,g =| max(c 1g>9 1150 pig ) l, O min,g =] mln(c 1g>9 11520 mig ) ‘

(10)

Ostatecznie naprgzenie normalne uwzgledniane w zadaniu optymalizacji zdefiniujemy jako

(6}

max,d *

G :max(c min,d’cmax,g’cmin,g) (11)



Dla przyjetych kombinacji obciazen naprezenia styczne wynosza

|y5S+J’11S+y17S|

21U 21U 21U
ysS+J’11S+y23S|

2IU 21U 21U
|y5S+y”S+y295|

2IU 21U 21U

md? 4d w(d-2U)" 4(d-2U)
8 6n 8 6

a

T, =

3=

S

Ekstremalne naprgzenie styczne wyznaczymy z zaleznosci

T= max(‘tl,‘cz,‘c3)
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(12)

(13)

Podobnie jak naprgzenia styczne (12) zapiszemy przemieszczenia, ktore odpowiadaja za-

lozonym kombinacjom obciazen

Y, =y,;sina+y,coso+y,sina+ygcosa+y,sino+y,, cosa
Y, =y,sina+y,coso+y,sino+y,coso+y,,sina+y,,cosa

Y, =y,sina+y,coso+y,Sina+y,Cost+ Y, SIN0+ Y, cosa

Ekstremalne przemieszczenie wynosi

Y:max(|Y1 LY, Y, |)

(14

(15)

Zdefiniowane maksymalne napr¢zenia normalne (11), napr¢zenia styczne (13) oraz ma-
ksymalne przemieszczenia (15) umozliwiaja zapisanie warunkéw ograniczajacych zgod-

nych z przepisami normowymi

& =J,—020
2,=058f,-120
g,=Y,-Y =20
gdzie:
fa — wytrzymatos¢ obliczeniowa stali,

/ . . L
Y,= 300 graniczne przemieszczenie pionowe.

3. Warunki konieczne optymalnoSci

(16)

Dla przyjetych funkcji celu (6) i ograniczen (16) zdefiniujemy funkcje Hamiltona

W postaci

31 2
H =Zkif,(x,y,U)+;u,.g,.(y,U)+u3g3(y)

gdzie A, |, to mnozniki Lagrange'a.

)



104

Do sformutowania warunkéw koniecznych optymalizacji stuzy zasada maksimum
w wersji rozszerzonej, uwzgledniajaca ograniczenia zmiennych stanu i ich nieciagtosci (4),
(5) w skoniczonej liczbie punktéw. Sterownie optymalne mozemy wyznaczy¢, rozwiazujac
uktady rownan

. OH , oH OH
Yi=——> A==, —=0
Ok, oy, ou

1

(18)

przy warunkach brzegowych (3) dla zmiennych stanu i warunkach transwersalnosci dla
funkcji sprzgznych (19). Ponizej szczegétowo zestawiono warunki transwersalnosci

)“3(0):0’7‘5 (0):0,X6(0)=0,X9(0)= 0,1, (0),7»12 (O):()
25 (0)= 0.4 1 (0)= 0,214 (0) = 0.5, (0) = 0.2 (0) = 1 5, (0) = 0
k27 (0) =015 (0)=0,44(0)=0 (19

3
As(D)=0,0 1, (1) =01 5(1)=0,1,, (1)=0,L (1) =2k, (/)=0
Ay (1) =0,k 5 (1)=0,1,()=0
Ponadto w punktach przytozenia sit skupionych obowiazuja warunki ciaglo$ci
M) =2 (%), A (xp) =20 (x,) (20)
Z warunku Z—I; =0 wyznaczamy optymalne sterowanie U (x), jesli ograniczenie g; nie jest

aktywne, tzn. g, > 0.

Funkcja Hamiltona (18) nie jest stata, poniewaz problem nie jest autonomiczny, po-
nadto funkcja Hamiltona jest nieciagta, w punktach x,, x, doznaje skoku

H(y*,?f,U*,x:xa):H(y',K',U',x:x,,)+Dl @
H(y AU x=x,)=H(y .2".U ,x=x,)+D,

4. Rozwigzanie numeryczne

Po zestawieniu warunkoéw koniecznych optymalizacji zadanie optymalnego ksztattowa-
nia przekroju poprzecznego rury stalowej zostalo sprowadzone do rozwigzania Wielo-
punktowego Problemu Brzegowego (WPPB) dla uktadu réwnan rézniczkowych (1), (2),
(18) z warunkami brzegowymi i wewngtrznymi warunkami punktowymi (3), (4), (19), (20).
Wielkosciami, ktore nalezy wyznaczy¢ sa: 31 zmiennych stanu y;, 31 zmiennych
sprzgzonych A;, 1 zmienna decyzyjna U, 3 mnozniki Lagrange’a p;, dwie stale odpowie-
dzialne za skoki funkcji Hamiltona w punktach x,, x,. Ogélem do wyznaczenia pozostaje 67
wielko$ci. Rozwiazanie sformutowanego problemu optymalnego ksztaltowania mozliwe
jest na drodze numerycznej. Rezultaty numeryczne uzyskano, wykorzystujac do optyma-
lizacji pogram numeryczny Dircol-2.1. Po rozwiazaniu WPPB otrzymano nastgpujaca
strukture rozwigzania optymalnego z 8 punktami zmiany sterowania
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U, gdy x€(0,000;3,192)

Uy  gdy xe(3,192;3,724)

g =0 gdy xe(3,724;6,920)

U, gdy x€(6,920;11,720)

U(x)=1U,, gdy xe(11,720;12,520) (22)
g =0 gdy xe(12,520;14,384)

U gdy xe(14,384;15,448)

g =0 gdy xe(15,448;16,512)

U, gdy xe€(16,512;18,640)

dla ktorej wartos¢ funkcji celu (7) wynosi J = 0,441656. W wyniku optymalizacji uzys-
kano optymalny rozktad zmiennej decyzyjnej U. Strukturg rozwiazania podaje zalezno$é
(22).

W analizowanym przyktadzie aktywne sa ograniczenia geometryczne oaz ograniczenia
naprezen normalnych (SGN). Warunek na SGU g; > 0 pozostaje zawsze spetniony, tzn. ze
przemieszczenia dopuszczalne nie sg przekroczone. Uzyskane rozwigzanie spetnia warunki
konieczne optymalnosci.

Na podstawie uzyskanego w ten sposob rozwigzania teoretycznego mozna byto dobraé
grubosci rur dostegpnych w handlu oraz ich kolejnosci wystepowania wzdtuz optymalnego
uku. W odpowiednich procedurach sformutowano zadanie optymalizacji, wprowadzajac
dodatkowe przedziaty charakterystyczne, w ktorych mozliwa jest realizacja zalozonych
zmian grubosci rur. I tak, przedziat pierwszy (0, x,) podzielono na trzy przedziaty, przedziat
drugi (x, x,) na pig¢, a trzeci na trzy (x,, /). Dopuszczono dowolne zmiany potozenia gra-
nic dodatkowych przedzialow charakterystycznych, jednak w ramach pierwszego podziatu.
W dodatkowych punktach charakterystycznych wprowadzono warunki zmiennych stanu
wynikajace z ich ciagtosci.

Uzyskane rozwiazanie optymalne odcinkowo state przedstawiono na rysunku 7c), takze
i w tym przypadku aktywne sa tylko (punktowo) ograniczenia na naprgzenia normalne.
Wykresy zmiennych stanu, funkcji sprzezonych, funkcji Hamiltona i ograniczen zamiesz-
czono narys. 2—7.

Warto$¢ funkcji celu wynosi obecnie J = 0,602567, potwierdza to znana prawidlowos¢,
ze uwzglednienie w zadaniu optymalizacji dodatkowych ograniczen powoduje zawsze
wzrost funkcji celu.

5. Podsumowanie

Stosujac konsekwentnie zasad¢ maksimum, uzyskano rozwiazania sformutowanego za-
dania optymalnego ksztattowania. Warunki konieczne rozwigzania optymalnego zesta-
wiono jako WPPB, ktory nastgpnie rozwiazano numerycznie za pomocg programu Dircol-
-2.1. W niniejszym artykule prezentujemy wyniki numerycznego $cistego rozwiazania
optymalnego.
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Rys. 2. Zmienne stanu i zmienne sprz¢zone w stanie 0
Fig. 2. State variables and adjoint variables in the state 0
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Rys. 3. Zmienne stanu i zmienne sprz¢zone w stanie 1
Fig. 3. State variables and adjoint variables in the state 1
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Rys. 4. Zmienne stanu i zmienne sprz¢zone w stanie 2
Fig. 4. State variables and adjoint variables in the state 2
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Rys. 5. Zmienne stanu i zmienne sprz¢zone w stanie 3
Fig. 5. State variables and adjoint variables in the state 3
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Rys. 6. Zmienne stanu i zmienne sprzgzone w stanie 4
Fig. 6. State variables and adjoint variables in the state 4




a) 0.7

b)

c)

0.026
0.024
0.022

0.02
0.018
0.016
0.014
0.012

0.01

0.008
o

200000
180000
160000
140000
120000
100000
80000
60000
40000
20000

0
-20000
[¢]

€)

125000
120000
115000
110000

105000

100000
[¢]

0.065
0.06
0.055
0.05
0.045
0.04
0.035
0.03
0.025

0.02
[¢]

Rys. 7. a) Objgtos¢ i zmienna sprzgzona, b) funkcja Hamiltona, ¢) rozwiazanie optymalne,

Funkcja Hamiltona

4 6 8 10 12 14 16 18

Sterowanie U,

2 4 6 8 10 12 14 16

Ograniczenie G,

2 4 6 8 10 12 14 16

Ograniczenie G,

2 4 6 8 10 12 14 16

/\

/

N A T /|

/

ANEAN /

\ ] 7/

Ograniczenie G,

2 4 6 8 10 12 14 16

1N

N\

AN

AN

™ ~N

2 4 6 8 10 12 14 16

d) ograniczenie Gy, e) ograniczenie G,, f) ograniczenie G;

Fig. 7. a) Volume and adjoint variable, b) Hamilton function, c) optimal solution,

d) rectriction Gj, e) rectriction G,, f) rectriction G;

111



112

Uzyskane rozwiazanie optymalne dla wielorakich stanéw obciazen pozwala wyznaczy¢
takze rozwigzania optymalne odcinkowo state akceptowane w praktyce inzynierskiej. Otrzy-
mane rozwiazanie optymalne jest mozliwe w praktycznej realizacji, a ograniczenia nos-
nosci i uzytkowania nie sa przekroczone w kazdym stanie obcigzenia. Prezentowany przy-
ktad optymalnego ksztaltowania tuku pozwala stwierdzi¢, ze metody sterowania optymal-
nego moga by¢ stosowane w praktyce lub by¢ miara praktycznego projektowania.

Wielce Szanownemu Panu Profesorowi zw. dr. hab. inz. Antoniemu Ostoji-Gajewskiemu, wielo-
letniemu Dyrektorowi Instytutu Fizyki Politechniki Krakowskiej, absolwentowi Wydzialu Budow-
nictwa Ladowego PK dedykujemy ten artykul, w ktérym nawiazujemy do problematyki badawczej
Jubilata i wyrazamy podzigkowanie za wieloletnia wspolprace.

Literatura

[1]Bulirsch R, Montrone F.,, Pesch H.J., Abort Landing in the Presence
of a Windshear as a Minimax Optimal Control Problem, Part:1 Necessary Conditions,
Journal of Optimization. Theory and Applications 70, 1991 A, 1-23.

[2]Gajewski A, Zyczkowski M., Optimal structural design under constraints,
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht—Boston—London 1988.

[3]Gajewski A., Zyczkowski M., Optymalne ksztaltowanie ustrojow pretowych
przy warunkach statecznosci, Wybrane zagadnienia statecznosci konstrukcji, 1987.

[4]Laskowski H., Mikulski L., Ostaficzuk J., Rozwiqzania teoretyczne i ich
praktyczne zastosowania w optymalizacji konstrukcji, Pomiary, Automatyka, Kontro-
la 8,2007, 38-43.

[5]Mikulski L., Teoria sterowania w problemach optymalizacji konstrukcji i systemow,
Wydawnictwo Politechniki Krakowskiej, Krakow 2007, 1-194.

[6]Stryk O. von, User's Guide DIRCOL A Direct Collocation Method For The Nu-
merical Solution of Optimal Control Problems, Technische Universitit Darmstadt,
Fachgebiet Simulation und Systemoptimierung (SIM), Version 2.1, April 2002.



