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NUMERYCZNY TEST ROZCIAGANIA ZE SCINANIEM
WEDLUG WILLAMA DLA MODELI BETONU RYS
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NUMERICAL WILLAM’S TEST OF TENSION WITH SHEAR
FOR SMEARED CRACK CONCRETE MODELS
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Streszczenie

Artykut prezentuje dwa podstawowe modele rys rozmytych dostgpne w programic MES DIANA
i uzywane dla analizy konstrukcji betonowych: model rys o ustalonych kierunkach dopuszczajacy pow-
stanie wielu rys nieortogonalnych w danym punkcie materialnym i model rys obracajacych si¢. W arty-
kule przedstawiono podstawy teoretyczne obu modeli i przeanalizowano ich zachowanie na poziomie
punktu materialnego w dwoch testach: rozciagania przy wymuszeniu odksztalceniowym 1i testu roz-
ciagania ze $cinaniem (tzw. numeryczny test Willama). W numerycznym tescie Willama model materiatu
jest poddany programowi obcigzenia, w ktorym kierunki odksztatcen glownych obracaja si¢. Wyniki
symulacji numerycznych prowadza do wniosku, ze zaden z modeli nie opisuje w pelni poprawnie
zachowania si¢ betonu w zakresie pokrytycznym.

Stowa kluczowe: beton, rysy rozmyte, rozciqganie, numeryczny test Willama, symulacje numeryczne, MES

Abstract

Paper presents two basic smeared crack models available in the FEM code DIANA and used for an analysis
of concrete structures: a fixed crack model allowing creation of many non — orthogonal cracks at a given
material point and rotating crack model. In the paper the theoretical backgrounds of both models are
presented and their behaviour in two tests at the material point level is analysed: strain driven tension
test and tension — shear test (the so called numerical Willam's test). In Willam's test a material model
is subjected to a loading programme, in which direction of the principal strains rotate. Results of the
numerical simulations lead to a conclusion that neither of those two models describe in a fully proper
way behaviour of concrete in post — critical range.
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Oznaczenia

odksztalcenia sprezyste w uktadzie globalnym
odksztalcenia pochodzace od zarysowania w ukladzie globalnym

wektor odksztalcen w pierwszej rysie
odksztalcenie normalne w pierwszej rysie

odksztalcenie styczne w pierwszej rysie

naprezenie normalne w pierwszej rysie

naprezenie styczne w pierwszej rysie

wektor jednostkowy normalny

wektor jednostkowy styczny

macierz transformacji dla pierwszej rysy

wektor napr¢zen w pierwszej rysie dla modelu rys o ustalonych kierunkach
maksymalne naprezenie gtéwne

kat progowy dla modelu rys o ustalonych kierunkach

liczba aktywnych rys

zbiorcza macierz transformacji dla modelu rys o ustalonych kierunkach
liniowo spr¢zysta macierz sztywnosci

zbiorcza macierz sieczna dla uktadu N rys

macierz sieczna dla i-tej rysy

sieczna macierz sztywnosci dla betonu zarysowanego
sztywno$¢ normalna dla rysy

sztywnos¢ styczna dla rysy

zbiorcza macierz styczna dla uktadu N rys

— macierz styczna dla i-tej rysy

styczna macierz sztywnosci dla betonu zarysowanego

bezwymiarowy wspotczynnik opisujacy degradacjg¢ sztywnosci normalne;j
bezwymiarowy wspdtczynnik opisujacy degradacje sztywnosci na $cinanie
catkowite naprezenia gldwne dla modelu z rysami obracajacymi si¢
catkowite odksztatcenia gtowne dla modelu z rysami obracajacymi si¢

macierz sieczna dla modelu z rysami obracajacymi si¢ w uktadzie napr¢zen
glownych

macierz styczna dla modelu z rysami obracajacymi si¢ w uktadzie naprezen
glownych

— modutly sieczne dla modelu z rysami obracajacymi si¢ [GPa]
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T — macierz transformacji dla modelu z rysami obracajacymi si¢ dla wartosci
catkowitych

macierz transformacji dla modelu z rysami obracajacymi si¢ dla wartosci
przyrostowych

— modut Younga [GPa]

— wspotczynnik Poissona

wytrzymatos$¢ na rozciaganie [MPa]

— energia pekania [N/m]

— modut Kirchoffa [GPa]

odksztatcenia odpowiadajacego naprezeniu 6 = f;

-
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e — koncowe odksztalcenie elementu

1. Wstep

Celem niniejszego artykutu jest analiza zachowania wybranych modeli rys rozmy-
tych opracowanych i zaimplementowanych w programie DIANA na poziomie punktu ma-
terialnego dla analizy elementdw i konstrukcji betonowych i zelbetowych. Dla zrealizo-
wania celu wybrano dwa testy numeryczne:

1. Test jednoosiowego rozciagania przy wymuszeniu kinematycznym. Zastosowanie
wymuszenia kinematycznego jest niezbgdne dla osiagnigcia $ciezki pokrytycznej,
to znaczy ostabienia materialu po zarysowaniu. Test ten zostal przeprowadzony
w trzech wariantach:

a) jednokierunkowe rozcigganie w kierunku osi x przy zadanym przemieszczeniu u_

1 jednoczesnym umozliwieniu swobodnego przesuwu w kierunku osi y (rys. 1a);

b) jednokierunkowe rozciaganie w kierunku osi x przy zadanym przemieszczeniu u_
i jednoczesnym zadanym przemieszczeniu w kierunku osi y o wartosci u=-—v-u
(rys. 1b);

¢) jednokierunkowe rozcigganie w kierunku osi x przy zadanym przemieszczeniu u_
i zablokowaniu mozliwosci przesuwu w kierunku osi y, u, = 0 (rys. lc).

a) b) ©)
.l { !

- s - - Ls . -

Rys. 1. Warianty testu rozciagania
Fig. 1. Cases of tension test

2. Numeryczny test Willama:
Numeryczny test Willama zostal zaproponowany po raz pierwszy przez prof. Kaspa-
ra J. Willama i jego zespdt z University of Colorado w Boulder i od jego nazwiska
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przejal po publikacji w [1] swoja nazwe. Jest on najczgsciej stosowany przy weryfikacji
modeli materialowych. Numeryczny test Willama, jak zauwazono w [2], okazuje si¢
wyjatkowo przydatny do tego typu zastosowan, gdyz rézne modele materialowe, mimo
czesto duzego podobienstwa w ich sformulowaniu, wykazuja odmienne zachowanie
w tym tescie. Cecha ta byla juz wielokrotnie wykorzystywana z powodzeniem przez
$wiatowe osrodki naukowe, m.in. do poréwnywania modeli rys rozmytych o ustalo-
nym kierunku (ang. fixed smeared cracks) lub z rysami obracajacymi si¢ (ang. rotating
smeared cracks) [3, 4], modelu kontynualnej mechaniki uszkodzen z powierzchnia
nosnosci typu Rankina [5] oraz modelu gradientowego mechaniki uszkodzen potaczo-
nej z plastycznoscia [6].

Numeryczny test Willama przeprowadza si¢ na pojedynczym, 4-weztowym elemencie

skonczonym, ktéry poddawany jest wymuszeniu kinematycznemu w dwoch fazach:

I. Faza jednoosiowego rozciagania w kierunku poziomym z pionowa kontrakcja zwiazana
z efektem Poissona (rys. 2a). Poszczegodlne sktadniki odksztatcenia wystgpuja w na-
stgpujacej relacji:

Ag :Ag Ay =1:-v:0
Ten schemat obciazenia stosuje si¢ do chwili osiagnigcia przez element granicy wy-
trzymatosci betonu na rozciaganie (/). Zapewnia on pozostawanie elementu w stanie

jednoosiowego rozciagania w przestrzeni naprezen. Schemat ten jest identyczny ze sche-
matem 1b testu rozciagania.

a)

Rys. 2. Numeryczny test Willama: a) faza [ — jednoosiowe rozciaganie
b) faza Il — dwuosiowe rozciaganie ze $cinaniem
Fig. 2. Willam's test: a) Phase I — uniaxial tension
b) Phase II — biaxial tension and shearing

II. Po osiagnigciu f, rozpoczyna si¢ faza dwuosiowego rozciagania ze $cinaniem (rys. 2b).
W tej fazie obciazenia sktadnikéw odksztalcenia zadane sg nastepujaco:
Ag :Ae Ay =05:0.75:1

Taki schemat obciazenia powoduje rozcigganie elementu w dwdch kierunkach oraz
dodatkowo powstanie odksztatcen scinajacych. Numeryczny test Willama zaktada wy-
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muszenie kinematyczne na poziomie odksztalcen. W celu jego realizacji za pomoca

MES nalezy zada¢ odpowiednie przemieszczenia w wezlach rozpatrywanego elemen-

tu (rys. 2).

W numerycznym tescie Willama w fazie II odksztalcenia glowne ¢, i €, sa dodatnie
(rozciagajace) 1 rosnag w procesie obciazenia (rys. 3). Dochodzi przy tym do obrotu kie-
runkéw gtéwnych odksztatcenia. W fazie I testu (do zarysowania) kierunek odksztatcenia
g, pokrywa si¢ z osia x. W fazie II kierunek odksztafcenia €, zaczyna si¢ obraca¢ prze-
ciwnie do ruchu wskazowek zegara. Predkos¢ obrotu jest wysoka, ale z czasem zmniejsza
sig. W granicy (dla &  — +oo) kat obrotu pomigdzy osig €, a osia x wynosi 0, =52,018°.

4,0E-04

3,5E-04

3,0E-04
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Odksztatcenia gtowne
m
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0,0E+00 = 7
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EXX

Rys. 3. Odksztalcenia gtéwne w numerycznym tescie Willama
Fig. 3. Principal strains in Willam’s test

2. Wykorzystane modele betonu

W przeprowadzonych analizach numerycznych wykorzystano dwa podstawowe mo-
dele rys rozmytych oferowane przez program DIANA [7]. Pierwszy z nich jest nazywany
w instrukcji programu modelem rys rozmytych z dekompozycja odksztatcen (ang. smeared
crack model with strain decomposition). W rzeczywisto$ci model ten nalezy do rodziny
modeli rys rozmytych o ustalonych kierunkach (ang. fixed crack models) [4, 8, 9, 10].
W odréznieniu od pierwotnych sformutowan modeli rys o ustalonych kierunkach, ktore
dopuszczaly wylacznie powstanie jednej rysy rozmytej lub w procesie obciazenia dwdch
rys wzajemnie prostopadtych, model ten w sposdb oryginalny dopuszcza tworzenie si¢
w danym punkcie materialnym wielu rys wzajemnie nieortogonalnych [11].

Drugi model jest nazywany w instrukcji programu modelem rys sformutowanym
w catkowitych odksztatceniach (ang. total strain crack model). W formie wykorzysta-
nej w artykule model ten nalezy do rodziny modeli rys rozmytych obracajacych sig¢
[4, 10, 12, 13].



132

Dalej w artykule pierwszy z przedstawionych modeli bgdzie nazywany modelem rys
rozmytych o ustalonych kierunkach, zas drugi modelem rys rozmytych z rysami obra-
cajacymi sig.

Nalezy podkresli¢, ze koncepcja rys rozmytych dla opisu zarysowania betonu powsta-
fa dawno temu — pochodzi z roku 1968 od Rashida [14]. Okazala si¢ ona bardzo atrak-
cyjna numerycznie, wciaz stanowi efektywne narzgdzie badawcze i caly czas powstaja nowe
jej odmiany [15].

2.1. Model rys rozmytych o ustalonych kierunkach

Pierwszy z modeli umozliwia opisanie wielu rys rozmytych w danym punkcie ma-
terialnym. Rysy te powstaja kolejno w procesie obciazenia — ich ilo$¢ nie jest ograniczo-
na, raz ustalony kierunek rysy nie zmienia si¢ pdzniej w procesie obciazenia. Model ten
zaproponowano w pracach de Borsta i Nauty [11] i de Borsta [16]. Podstawowym za-
lozeniem jest dekompozycja catkowitych odksztalcen w punkcie materialnym na czgsé

sprezysta (£°) 1 cze$¢ pochodzaca od zarysowania (€°):
e=¢" +&” (1)
Nalezy zauwazy¢, ze w pracy de Borsta [16] model ten jest podany w postaci ogdl-

niejszej przez dodanie do wyrazenia (1) sktadnikéw reprezentujacych odksztalcenia pla-
styczne, pelzania i termiczne.

Y i

3 |

Rys. 4. Uktad lokalny rysy
Fig. 4. Crack local coordinate frame
Cze$¢ pochodzaca od zarysowania (€) jest suma w globalnym uktfadzie odniesienia
odksztatcen normalnych i stycznych we wszystkich istniejacych rysach. Wektor odksztat-

cen e;" w pierwszej rysie w ukladzie lokalnym zwiazanym z tg rysa ma postac:

ECI’
' { ‘;;“1, 2
le
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gdzie:

cr

gnnl

— odksztalcenie normalne w rysie,
You — odksztalcenie styczne w rysie.

Wprowadzajac wektory jednostkowe n — normalny i t — styczny, ktore w sposéb
jednoznaczny definiuja ptaszczyzng rysy, o wspolrzednych w ukladzie globalnym:

n) el
n= t= 3)
ny Ly

mozna transformacj¢ odksztatcen od zarysowania z uktadu lokalnego rysy do uktadu
globalnego zapisa¢ jako:

€" =Ne/" 4)
gdzie:
€" — odksztalcenie od zarysowania w uktadzie globalnym w zapisie wektorowym:

cr
XX

cr _ | .cr
e =l )

€

cr
Y Xy

N, — macierz transformacji dla pierwszej rysy o postaci:

2
X
N, =| n n.t (6)

vy
2n.n net, +nt,

Jednocze$nie zalezno$¢ pomigdzy wektorem naprezen w pierwszej rysie s, a catko-
witym stanem naprezenia ma postac:

s, =N/o, (7)
gdzie:

o GXX
slz|: nn1:|’ o= ny (8)

Kryterium powstawania pierwszej rysy jest osiagnigcie przez maksymalne napreze-
nie gtéwne o, wartosci wytrzymatosci betonu na rozciaganie f, lokalny uklad wspol-
rzednych (m, t) jest wspotosiowy z kierunkami naprezen gtownych w chwili powstania
rysy i1 pozostaje niezmienny w dalszym procesie obcigzenia. Kolejna rysa powstaje
w chwili, kiedy ponownie maksymalne naprezenie glowne o, osiaga wartos¢ f, a jego
kierunek jest odchylony od wektora normalnego n poprzedniej rysy o kat rowny lub
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wigkszy od wartosci progowej 6. Wprowadzenie kata progowego 6 (np.: 8 = 30°) ogranicza
mozliwa do powstania liczbg¢ rys i zapewnia wigksza stabilno$¢ rozwiazania numerycz-
nego. Dla przypadku istnienia N rys rozmytych w danym punkcie materialnym zamiast
zwiazkow (4) i (7) obowiazuja zaleznosci:

e’ =) N’ ©)

oraz
s;,=N'e, i=1,2,..,N (10)

Jak wida¢, w tym przypadku odksztatcenie od zarysowania jest suma odksztatcen we
wszystkich rysach, za$ stan naprgzenia w kazdej rysie jest jednoznacznie okreslony przez
calkowite napr¢zenie w ukladzie globalnym. Wprowadzajac zbiorcze wektory odksztat-
cenia we wszystkich rysach e":

e = ©2 (11
1 napr¢zenia s:
s = (12)

mozna zapisa¢ zwiazki (9) i (10) w formie bardziej zwartej:

€ =Ne”, s=N'g (13)
gdzie:
N — zbiorcza macierz transformacji w formie:
N =[N;,N,,...Ny ] (14)

Zwiazek fizyczny dla czegsci sprezystej odksztatcen przyjmuje si¢ w standardowej formie:
o=D¢", (15)

gdzie:
D¢ — liniowo-sprezysta macierz sztywnosci w postaci:

£ 1 v 0
D¢ :1—v2 v 1 0 (16)
1
0 0 E(I—V)
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Dla uktadu rys zwiazek fizyczny w ogdlnej formie siecznej mozna sformutowac jako:

s=D"e” (17)
W rozpatrywanym sformutowaniu zaktada si¢ brak interakcji pomigdzy poszcze-
gdlnymi rysami, co prowadzi do niezaleznych zwiazkéw fizycznych dla kazdej rysy:

s, =D{"e", i=1,2,..,N (18)
i daje zbiorcza macierz D w postaci diagonalne;j:
D = diag[Dfr,Dgf,...,Dg] (19)

Dodatkowym uproszczeniem przyjetym w pracach [11, 16] jest zalozenie o braku
interakcji pomigdzy zachowaniem rysy w kierunku normalnym a kierunkiem stycznym.
Prowadzi to do macierzy siecznej dla danej rysy w formie:

DL (e 0

D" =[ sec (B - }, i=1,2,..,N (20)
0 Dsec (Ynti

Nalezy podkresli¢, ze sztywnosci DL, i DY, sa to, odpowiednio, sztywnos¢ normal-

na i $cinajaca rysy rozmytej o charakterze siecznym (o wartosciach nieujemnych), co

umozliwia opis odciazenia od poczatku uktadu wspotrzednych w sposob analogiczny do

przyjetego w kontynualnej mechanice uszkodzen (rys. 5).

ik T otk
fi
I I
DSEC Dsec
o Yo

Rys. 5. Zwiazki fizyczne dla rysy rozmytej
Fig. 5. Physical relationships for smeared crack

Sformulowanie w formie (20) jest daleko idgcym uproszczeniem i nie uwzglednia
zarowno efektu dylatancji, jak 1 wptywu odksztalcen normalnych na degradacj¢ sztywnosci
Scinajacej [8, 17]. Ten ostatni efekt mozna uwzglednic, uogolniajac sformutowanie (20)
do postaci:

DY (e 0
D" = sec (i) , i=12,.,N (21)
0 Dyee (Vi €mi)
W programiec DIANA oprogramowano kilka zaleznosci o©,, = f(e;;,) — liniowa

(rys. 6a), wieloliniowa (rys. 6b), wg Moelandsa i Reinhardta (rys. 6¢) oraz wg Hordijka
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i wspotpracownikow (krzywa ta jest uogodlnieniem krzywej wyktadniczej, rys. 6d). Pro-
wadza one do odpowiednich wzoréw na DSISC. Szczegdlty mozna znalezé w [7]. Sztywno$é

na $cinanie D.L. jest zdefiniowana w programie DIANA wylacznie jako wartosé stata,

niezalezna od v, i €. (D, = const, w szczegélnym przypadku DL — +eo).

Przedstawione zwiazki fizyczne (15), (19) 1 (20) wraz z formutami transformacyjny-
mi (13) oraz postulatem addytywnosci odksztatcen (1) stanowia komplet réwnan kon-
stytutywnych na poziomie punktu materialnego. Ponizej zostanie przedstawione w krot-
ki sposéb wyprowadzenie formuly na sieczng macierz sztywnos$ci. Zgodnie ze zwiazka-
mi (1) i (15) naprezenia wyrazaja si¢ jako:

c=D(e-e%) 22)

cﬂl\ c||'||'|
fi fi

£ Eﬁ £ Eﬁ

o) b)

orm cnrl
ft ft

& e t el

u

c) d)

Rys 6. Krzywe ostabienia w programie DIANA
Fig. 6. Softening curves in DIANA code

Wektor napr¢zenia we wszystkich rysach przyjmuje forme:
s=NTo=N"D*(e-&™) (23)
Przyréwnujac rownanie (23) do zaleznosci (17), otrzymuje si¢ zwiazek:
D" =N"D°(e—&) (24)
Dodatkowo wykorzystujac wzdr transformacyjny (13a) dochodzi si¢ do wzoru:

D%e” = N'D®(g—Ne®) (25)
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Po uporzadkowaniu, ze wzoru (25) otrzymuje si¢ zbiorczy wektor odksztatcen we wszystkich
rysach e w funkcji catkowitego odksztatcenia e:

e” =(D" +N"DN)"'.N"D° (26)
Wstawiajac zaleznos¢ (26) do wzoru na naprgzenia (22) otrzymuje si¢:
c=D°(e—€")=D°(e-Ne”)=D° [e— N(D” +N"D°N)™! -NTDes] (27)
Po uporzadkowaniu wzoru (27) sieczny zwiazek fizyczny przybiera forme:
o=D_g¢, (28)
gdzie:
D . — symetryczna sieczna macierz sztywnosci:
D, =D°-D°N(D” +N"D*N)”" -N"D* (29)

Powyzsza forme macierzy sztywnosci (29) podano, m.in. w [11].

Wychodzac od relacji podatnosci, mozna zwiazek fizyczny wyprowadzi¢c w prostszy
sposob, bez koniecznosci definiowania zbiorczych wektorow i macierzy e, s, N, D
Przyréwnujac do siebie wyrazenia (10) i (18), otrzymuje si¢:

N'e=De", i=1,2,.,N (30)
lub:

e =D 'Nlo, i=1,2,.,N (31)
Zgodnie ze wzorem (9) odksztalcenia od zarysowania w uktadzie globalnym wynosza:

e =Y N =) N, (D) 'N/o (32)

i i
Dla czg$ci sprezystej odksztalcen obowiazuje odwrotnos¢ zwiazku (15):
-1
& = (D°) G (33)

Sumujac zaleznosci (32) i (33) otrzymuje si¢ catkowite odksztatcenia w funkcji naprezen:
g=¢+e = {(D")l + YN, (D?)IN?}«; (34)

Odwrécenie zwiazku (34) prowadzi do szukanej we wzorze (28) relacji napr¢zenie —
odksztalcenie, przy czym D__ przyjmuje postac:

-1
D {(De)‘1 + N (fo)‘lN?} (35)

Sformutowania (29) i (35) sa oczywiscie tozsame, chociaz pokazanie tego wprost
nie jest trywialne. W zwiazkach (34) i (35) konieczne jest odwrdcenie macierzy Df'

(i=1,2,...,N), co jest wykonalne z uwagi na sieczny charakter tych macierzy.
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Wychodzac z siecznego zwiazku fizycznego dla danej rysy (18), mozliwe jest otrzy-
manie zwiazku stycznego:

- cr - cr
Si=Duang €05 N, (36)
gdzie:
I
= "€ +DsIec 0
o dgnni (37)
tang ,i — dDH

sec 11
Vi T D sec
dy

nti

Wzér (37) jest poprawny tylko dla macierzy siecznej Df' danej wzorem (20). W bar-
dziej ogélnym przypadku (21) macierz styczna przybiera posta¢ niesymetryczna [1, 18]:

dp!
sec 1
“Eoni D sec 0
cr dEnni
.= (38)

tang .1 1 1

dD, dD,

sec sec 1
“Vnti Yo + Dsec
dsnni dYnti

Wprowadzajac zbiorczg macierz styczng Dgng w postaci diagonalnej (analogicznie
do wzoru (19)):

DCI’

tang

= diag [Dcr )3

tang 1>~ tang ,2°°*

D | (39)

i pamigtajac, ze zwiazek styczny dla czesci sprezystej odksztatcen ma standardowa forme:
6 =D, (40)

gdzie D¢ jest dane wzorem (16) za pomoca przeksztalcen analogicznych do wzorow
(22)—(26) mozna otrzymac styczny zwiazek fizyczny w postaci:

o= Dtangé (41)
gdzie:
Dy, =D —D°N(D{;,, +N'DN)"" -N'D° (42)

Praktyczna przydatno$¢ macierzy stycznej jest oczywiscie watpliwa, poniewaz zwykle
nie jest ona dodatnio okreslona.

Najprostszym przypadkiem jest obecnos¢ wylacznie jednej rysy rozmytej prostopad-
fej do kierunku osi x w ukladzie globalnym. Wowczas wektory normalne i styczne n i t
do plaszczyzny rysy maja postac:

: t 0 (43)
n= =
0 1
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Zbiorcza macierz transformacji N jest w tym przypadku tozsama z macierza N, i ma forme:

1 0
N=0 0 (44)
0 1

Macierz podatnosci wedtug wzoru (34) otrzymuje wowczas bardzo prostg postac:

1
— 0
1 -V 0 DsIec
D)+ Y N; (D) N LY BV 0 |+| 0 0 0 (45)
i
0 0 2(+v) 0 o 1II
L Dsec

Jak wida¢ ze wzoru (45), taczna macierz podatnosci jest suma macierzy podatnosci
sprezystej 1 podatnosci rysy rozmytej. Jest wigc to model szeregowy taczacy odpowiedz
sprezysta materialu nieuszkodzonego i1 zachowanie rysy rozmytej. Szeregowy charakter
modelu wynika wprost z koncepcji rozbicia catkowitych odksztalcen na sume czesci spre-
zystej 1 czgsci pochodzacej od zarysowania wedtug wzoru (1). Identyczne sformutowanie,
tozsame ze wzorem (45), zaproponowali Bazant i Oh [9].

Dla jednowymiarowego modelu szeregowego o dwoch elementach prawdziwy jest wzor:

1 + 1 (46)
D E D
Catkowita sztywnos¢ D wynosi wowczas:
ED, D,
D= sec u-E, n= sec (47)
D, +E D +E

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego celowe jest wprowadzenie dwoch
zmiennych bezwymiarowych: L dla rozciagania i  dla §cinania:
Dl
b= (48)
DSCC + E
1l
— DSCC G — E
D! +G 2(1+v)

sec

(49)

Zwiazki odwrotne, wyrazajace DSIec ; DSEC jako funkcje p i  maja forme:

DL, =(LJE DY =(1]G (50)
I-u 1-B
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Przy wykorzystaniu p i B macierz podatnosci (45) moze by¢ zapisana jako:

| Y
- 0 I-u
== 0 0
L]
(De)_1+ZNi(Dfr)_1NiT= — 5 O 0 0 o0 (51)
1o o =P
0o 0 —= BG

G

Macierz sztywnosci D_ dla przypadku jednej rysy prostopadiej do kierunku osi x mo-
ze by¢ otrzymana albo bezposrednio ze wzoru (29) przy uzyciu macierzy N w formie (44)
i wykorzystaniu zaleznosci (50) lub przez odwrdcenie macierzy danej wzorem (51)
(co odpowiada wzorowi (35)). Oba podejscia prowadza do wzoru:

C e VUE -
2 2 0
I—puv™ 1—pv
D, = L (52)
I—pv™  1—pv
0 0 BG

Identyczna postac jest podana w pracy Bazanta i Oha [9]. Z postaci macierzy sztyw-
nosci (52) wyraznie widaé, ze wspotczynnik p opisuje degradacj¢ sztywnosci normalnej,
podczas gdy P opisuje degradacj¢ sztywnosci na $cinanie. W przypadku materiatlu w petni
zdegradowanego dla DSIec =0 jest p = 0 i analogicznie dla D! =0 jest p = 0. Materiat

sec

w petni sprezysty (nieuszkodzony) moze by¢ odzyskany dla p =11 = 1, co odpowiada
Dl —+eo i D

e ec — too. Ciekawa jest obserwacja, ze w trakcie rozwoju uszkodzen

normalnych, kiedy to DSIec :+e0 — 0 1 w konsekwencji w:1— 0 czlony macierzy sztyw-

nosci poza diagonala daza do zera i sprzgzenie kierunkéw normalnego i prostopadiego
(w stanie sprezystym wywotane wspotczynnikiem Poissona) znika.
W programie DIANA dane wejsciowe sg przyjmowane w sposob nie do konca spojny

— wybiera si¢ zaleznos¢ o, = f (sflrn) co automatycznie definiuje DsleC i p wedhug wzo-

ru (48), z kolei nie ma mozliwosci zdefiniowania krzywej T, = f (y;ﬁ), nie definiuje si¢
réwniez jawnie stalej wartosci Dslic. Program wymaga wprowadzenia bezposrednio sta-

tej wartosci 0 < B <I, nalezy domniemywaé, ze warto$é D\

ec jESt W programie wyli-

czana wg wzoru (50b).
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2.2. Model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢

Model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢ jest koncepcyjnie znacznie prostszy
od modelu przedstawionego powyzej. Zaktada si¢ w nim wspotosiowos¢ kierunkow gtow-
nych naprezenia i odksztalcenia, a ostabienie materiatu nastgpuje wytacznie wspotosiowo
z tymi kierunkami. W sensie fizycznym oznacza to, ze ostabienie materiatu ,,obraca si¢”,
dostosowujac si¢ do zmiany kierunkéw gldwnych w procesie obciazenia — jest to inny
sposob uwzglednienia tworzenia si¢ nowych rys i zamykania si¢ starych przy zmianie
kierunkéw gltownych. Dodatkowo, w sformutowaniu uzytym w programie DIANA, nie
wprowadza si¢ rozbicia odksztatcen na czes$¢ sprezysta i zwiazana z zarysowaniem, tylko
formutuje si¢ wprost zaleznos¢ catkowite naprezenie — catkowite odksztatcenie zardwno
w zakresie wzmocnienia, jak i ostabienia materiatu. Tak wigc zalezno$¢é naprgzenie —
odksztatcenie w uktadzie kierunkow gléwnych moze by¢ zapisana:

pr _ pypr
o _Dscc

e, (53)
gdzie:

pr G1 . . ,
o = — naprezenia glowne,
o

pr _ € . I
e’ = — odksztalcenia gtéwne.
€

Macierz sieczna jest dana wzorem:

E 0 1 1 v
pr =" — 54
sec |:0 E2:| 1—V2 |:V 1:| ( )

Moduly sieczne E| i E, opisuja zarowno zachowanie si¢ liniowe do zarysowania, jak
1 ostabienie materiatu.

01 )

A E—

e
pd
E,

e

-

£, £
Rys. 7. Krzywa naprezenie — odksztalcenie dla modelu rys rozmytych
z rysami obracajacymi si¢
Fig. 7. Stress — strain curve for rotating crack model

u
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Wybdr odpowiednich krzywych o, = f(g;) 1 0, = f(¢,) oferowany w programie
DIANA odpowiada zaleznosciom 6., = f (ng ) prezentowanym w poprzednim punk-

cie [7]. Poniewaz pierwszy czynnik macierzy D__ nie daje sprzgzen pomigdzy kierunkami
1 i 2, zostat wprowadzono drugi czynnik zawierajacy wspdtczynnik Poissona. Dzigki nie-
mu dla £, = E, = E macierz D__ wg (54) zamienia si¢ w standardowa macierz sztyw-
nosci dla materialu liniowo-sprezystego. Nalezy jednak zauwazyé, ze w odroznieniu od
poprzedniego modelu sprzgzenie to nie zanika wraz ze wzrostem uszkodzenia — powo-
duje to, ze nawet w przypadku jednoosiowego rozciagania o stalym kierunku oba mode-

le daja istotnie r6zne odpowiedzi. W celu praktycznego zastosowania nalezy macierz DY,

przetransformowaé do uktadu globalnego, korzystajac ze wzoru (28) oraz zaleznosci:

D, =T'DX.T (55)

Macierz transformacji T przeksztalcajaca odksztalcenia w ukladzie globalnym € do

uktadu kierunkéw gtéwnych € ma postac:

2
By

T= (56)
2

x y xy
gdzie wektory n i t (patrz wzér (3) i rys. 4) tym razem wyznaczajq kierunki gléwne 1 i
2. Poniewaz w uktadzie kierunkow gtéwnych nie ma odksztalcen i naprezen $cinajacych,
macierz transformacji T ma wymiary 2 x3, a lokalna macierz sztywnosci DP.. wynosi 2 x2
i nie posiada czlonu reprezentujacego sztywnos¢ na $cinanie.

Wyprowadzenie wzoru na macierz styczng jest rzecza nietrywialna. Nalezy uwzgled-
ni¢ fakt, ze przyrosty odksztalcen i napr¢zen w istniejacym ukladzie kierunkow glow-
nych moga mie¢ sktadowe styczne (co wiaze si¢ ze zmiang kierunkéw gtownych w pro-
cesie obcigzenia):

Gy g
& =6, |, & = ¢, (57)
O €12

W zwiazku ze zmiang kierunkow gléwnych rowniez pochodna macierzy transforma-
cji po czasie jest rozna od zera:
. dT dr
T= €
de

dr
ot €y + Vey 20 (58)
XX dEyy w 3xy Y
Poprawny tok wyprowadzenia stycznej macierzy sztywnos$ci uwzgledniajacy powyz-
sze czynniki byt szeroko dyskutowany i zostal przedstawiony miedzy innymi w pracach
[1, 4, 18]. Ponizej podany zostanie tylko koncowy rezultat:

6=D,_ ¢ (59)

tang
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Dtang = TITDFarnng (60)
9B v E 0 0 1 Voo
de, 1 — 2 7.2
1 1-v 1-v
DY, = 0 9 e, +E, 0 A ! =0 61)
de, I-v7 1-v
0 0 0, -0, 0 0 1
L 2(g,—g,) | L .

Z uwagi na posta¢ przyrostow odksztatcen i naprezen glownych (57) macierz T, musi
mie¢ wymiary 3 %3 i ma postac:

2 2
n; n, n.h,
T=|r6 11, (62)
nt. nt, nt +nl,

Na szczegdlng uwage zastuguje sztywnos$¢ na $cinanie w macierzy D‘t’;ng dana przez

. 0, -0 g . . ‘o
czynnik ﬁ Mozna dowies¢ [1, 4, 18, 19], ze tylko taka postaé¢ sztywnosci na
& —8&
$cinanie dla macierzy stycznej zapewnia wspotosiowo$é kierunkdw gldwnych napreze-
nia i odksztalcenia dla kazdej chwili czasu przy dowolnym programie obcigzen.

3. Dane materialowe

Do symulacji numerycznych przyjeto element skonczony o wymiarach 10x10 cm oraz
grubosci h =10 cm.

Dane materiatowe ustalono jak dla betonu C25/30 wedhug normy EN 1992-1-1 [20], tj.:
— E=31'10°Pa;
- v=0,_2;
- f,=1,810°Pa.

Dla tak przyjetych wartosci £ i f, przy zalozeniu liniowo sprezystych wilasciwosci
materiatu otrzymuje si¢ odksztatcenie w chwili zarysowania rowne: €, = f,/E = 0,058-107.

Do analiz numerycznych wybrano trzy modele rys rozmytych oferowane przez pro-
gram DIANA:
1) model rys rozmytych o ustalonych kierunkach przy przyjeciu liniowego wykresu funk-

cji oslabieniu materiatu o, —¢€; (patrz rys. 6a),

2) model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢ rowniez z liniowym ostabieniem materiatu
w zakresie pokrytycznym,
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3) model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢ z nieliniowym ostabieniem materiatu
wg funkcji wyktadniczej lub Hordijka i wspodtpracownikow (krzywa ta jest uogol-
nieniem krzywej wyktadniczej) [7].

(O

[10° Pa)

f fi = 1,8 x 10°Pa

€ & €1
Rys. 8. Zaleznos$¢ o—¢.
Fig. 8. o—¢ relationship

W przypadku 1) jedynym dodatkowym parametrem materialowym wymaganym przez
program DIANA jest graniczne odksztalcenie € odpowiadajace spadkowi naprezen do

0 na $ciezce podkrytycznej (rys. 6a). Warto$¢ te przyjeto jako €7 =5g, =0,290-107".

Przyjete wartosci odpowiadaja wykresowi naprgzenie — odksztalcenie przy jednoosio-
wym rozciaganiu jak na rys. 8.

W przypadkach 2) i 3) nie jest mozliwe zadeklarowanie przez uzytkownika bez-
posrednio wartosci g, Zamiast tego program wymaga bezposrednio podania wartosci
energii pgkania G,. Jak wiadomo [18, 21], przy jednoosiowym rozciaganiu energia pgka-
nia moze by¢ obliczona jako:

=

G, = J.csds g, (63)
0

przy zalozeniu stalego rozktadu naprezen i odksztalcen w pasmie uszkodzenia o szero-
kosci h_ . Przy analizowaniu elementow niezbrojonych MES dla modeli rys rozmytych
szerokos¢ h  jest zwykle utozsamiana z dhugoscig pojedynczego elementu. W ten sposob
dla utrzymania stalej wartosci Gf wartos$¢ g, zmienia si¢ od elementu do elementu, w za-
leznosci od ich wymiaréw [4]. Taki sposdb postgpowania zwykle przynosi dobre rezul-
taty w praktyce, jest jednak duzym uproszczeniem — dla danego przypadku rzeczywista
szeroko$¢ pasma uszkodzenia i stad dysypowana energia moze by¢ ustalona wylacznie
a posteriori.

W programie DIANA, idac za praca Rotsa [4], przyje¢to ogélnie 4, =4, gdzie
A — pole powierzchni elementu, za$ dla elementow 4-weztowych h, =+2A4. Dla przy-

padku liniowego ostabienia ogdlny wzér (63) prowadzi do rezultatu:
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1
szz'eu'ft'hcr (64)
za$ dla funkcji Hordijka i wspotpracownikéw [7] daje rezultat:
1
Gf =m'8u"ft'h‘:r (65)

Algorytm stosowany przez program DIANA nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze dla
podanej przez uzytkownika wartosci G, i wyliczonej przez program dla danego elemen-
tu wartodci 4, = J4 1ub hy = V24 ze wzoru (64) lub (65) jest wyliczana zadana war-
tos¢ ¢, ktéra w petni definiuje ksztalt i nachylenie funkcji napre¢zenie — odksztalcenie
w zakresie pokrytycznym.

Dla modelu 1) w probie jednoosiowego rozciagania rzeczywista szerokos¢ strefy osta-
bienia byta réwna dtugosci 10 cm. Tak wigc energia pgkania G, dysypowana w procesie

obcigzenia dla modelu 1) wynosila: G; = %-1,8 -10%-0,290-107-0,10 = 26,1 N/m. Umow-

na warto$¢ energii pgkania obliczona wg zasad przyjetych w programie DIANA wy-
. 1 -
niostaby: G =E-1,8-106 -0,290-1072 -\/2-0,102 =37,0 N/m. Eksperyment numeryczny

wykazat z kolei, ze dla modelu 2) w celu osiagnigcia doktadnie wartosci €, = 0,290-107°

dla jednoosiowego rozciagania nalezy jako dana wyjsciowa zada¢ G = 37,3 N/m.
Ostatecznie w przykladach numerycznych prezentowanych w nastgpnym punkcie
przyje¢to jako dane wejsciowe:

— dlamodelu 1) € =0,290-107,

— dlamodeli 2) i 3) G,= 37,3 N/m.

W artykule ograniczono si¢ do testdw numerycznych na poziomie punktu materialnego.
W zwiazku z tym nie jest omawiane zjawisko lokalizacji odksztalcen wystgpujace w rze-
czywistych problemach brzegowych. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze przyjmowana w progra-
mie DIANA zalezno$¢ dla wartosci 4 jako funkcji wielkosci elementu skoficzonego

(hy, = \/Z) moze dawac jednoznaczng zaleznos¢ przemieszczenie — odksztalcenie w za-
kresie pokrytycznym niezaleznie od zaggszczenia siatki elementow skonczonych, ale nie
gwarantuje otrzymania prawidlowe] szerokosci strefy lokalizacji odksztatcen. W celu
otrzymania w pelni poprawnego opisu zachowania materialu w zakresie pokrytycznym

konieczne jest stosowanie odpowiednich metod regularyzacji, np. typu gradientowego lub
catkowego [22, 23].

4. Symulacje numeryczne

4.1. Proba rozciagania

Tak jak to przedstawiono w punkcie 1, probe rozciagania przeprowadzono w 3 wa-
riantach wymuszenia kinematycznego (patrz rys. 1). Rysunki 9-12 przedstawiaja wyniki
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dla modelu rys rozmytych o ustalonych kierunkach, a rys. 13—16 wyniki dla modelu rys
rozmytych z rysami obracajacymi si¢. W obu przypadkach zatozono liniowa funkcje
ostabienia.

2,5

2,0

=
[=3
£ N
; / \
£
H
g
3
£ o5 ~
g
=z
0,0
5,81E-07 5,86E-05 1,17E-04 1,75E-04 2,33E-04 2,91E-04
-0,5
1,0

zxx

Rys. 9. Rozciaganie, wariant 1a, napre¢zenia — model rys rozmytych o ustalonych kierunkach
Fig. 9. Tension, case la, stresses — model with strain decomposition
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Rys. 10. Rozciaganie, wariant 1a, odksztalcenia poprzeczne — model rys rozmytych

o ustalonych kierunkach
Fig. 10. Tension, case la, lateral strains — model with strain decomposition
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Rys. 11. Rozciaganie, wariant 1b — model rys rozmytych o ustalonych kierunkach
Fig. 11. Tension, case 1b —model with strain decomposition
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Rys. 12. Rozciaganie, wariant 1¢ — model rys rozmytych o ustalonych kierunkach
Fig. 12. Tension, case 1¢c — model with strain decomposition
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Rys. 13. Rozciaganie, wariant 1a — model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢
Fig. 13. Tension, case la — rotating crack model
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Rys. 14. Rozciaganie, wariant la, odksztatcenia poprzeczne — model rys rozmytych

z rysami obracajacymi si¢

Fig. 14. Tension, case la, lateral strains — rotating crack model
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Rys. 15. Rozciaganie, wariant 1b — model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢
Fig. 15. Tension, case 1b — rotating crack model
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Rys. 16. Rozciaganie, wariant 1¢c — model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢
Fig. 16. Tension, case 1c — rotating crack model
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Rysunek 9 pokazuje, ze dla jednoosiowego (W przestrzeni naprezen) rozciagania —
wariant la, model materiatu zachowuje si¢ zgodnie z przyjetymi zatozeniami. Napreze-
nie ¢ rosnie wpierw do wartosci f;, a po zarysowaniu spada stopniowo do zera, napreze-
nie o, , pozostaje caly czas rowne zero. Rysunek 10 przedstawia odksztalcenia poprzecz-
nee, Zgodme ze wzorem (45) sg one spowodowane wspdtczynnikiem Poissona dla czgsci
spr@zystej odksztatcen, a czgs¢ odksztalcen spowodowana zarysowaniem nie posiada
sprzg¢zenia pomigdzy kierunkami x i y. W zwiazku z tym po zarysowaniu, kiedy napre¢ze-
nie 6 maleje i czgs¢ sprezysta ulega odciazeniu, odksztalcenie poprzeczne maleje jako
wartosc bezwzgledna i dla napr¢zenia 6 = 0 osiaga si¢ g, = =0.

Takie zachowanie jest zgodne z 1ntu1CJq i Wyda]e su; by¢ poprawne fizycznie. To
stopniowe rozseparowanie odpowiedzi w kierunkach x i y w zakresie pokrytycznym
(widoczne réwniez w strukturze macierzy D — wzor (52)) prowadzi do tego, ze w wa-
riancie obcigzenia 1b — przyjecie odksztatlcen poprzecznych u, = —vu_ zapewnia pozo-
stawanie o, = 0 nie tylko w zakresie sprezystym, ale tez na $ciezce pokrytycznej — rys. 11.
Takze pelne skrgpowanie odksztatcen poprzecznych — wariant 1c, prowadzi do powstania
niewielkich napre¢zen rozciagajacych c,=Vo,, ktére malejg do zera w zakresie pokry-
tycznym (rys. 12).

Dla modelu rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢ przebieg naprezen o i o,
dla przypadku la jest identyczny jak dla modelu rys rozmytych o ustalonych k1erunkach
—rys. 13. Catkowicie rozny jest natomiast przebieg odksztatcen g, — rosna one (jako war-
tos¢ bezwzgledna) réwniez w zakresie pokrytycznym — rys. 14. Jest to spowodowane
struktura wzoru (54), dzigki ktéremu sprzgzenie migdzy kierunkami x i y nie zalezy od
stopnia uszkodzenia. W przypadku jednoosiowego rozciagania przebieg odksztatcen po-
przecznych moze wydawac si¢ nieistotny, jednak sprze¢zenie migdzy kierunkami x i y na-
biera znaczenia dla przypadkow, kiedy odksztatcenia poprzeczne sg skrgpowane. Jak po-
kazuja rys. 15 1 16 dla przypadkow 1b i lc przebieg naprezen dla modelu rys rozmytych
z rysami obracajacymi si¢ jest istotnie rézny od modelu rys rozmytych o ustalonych
kierunkach (rys. 11 i 12). W obu przypadkach brak rozseparowania odpowiedzi w kie-
runkach x iy w zakresie pokrytycznym prowadzi do narastania napr¢zen c, az do osiagnigcia
wartosci f, i poprzecznego wtdrnego zarysowania. Zjawisko to jest w petni zgodne z przyjetym
modelem, ale w opinii autorow nie opisuje poprawnie rzeczywistosci. Autorzy nie znaja
wynikéw doswiadczalnych dla wariantdow wymuszenia kinematycznego 1b i lc, ale w ich
opinii powstawanie poprzecznego wtdrnego zarysowania (patrz wykresy o, —rys. 15 116)
nie ma zadnego umotywowania fizycznego.

4.2. Numeryczny test Willama

Numeryczny test Willama przedstawiony w punkcie 1 (rys. 2) zrealizowano dla modelu
rys rozmytych o ustalonych kierunkach dla 4 réznych wartosci wspoétczynnika f = 0,95,
0,5, 0,20 1 0,001. W kazdym przypadku analizowano wptyw kata progowego 6 pomig¢dzy
ostatnim zaistnialtym zarysowaniem a nowg tworzaca si¢ rysa, przyjmujac wartosci 6 = 90°,
45°, 30°. Przyjeto liniowa funkcje ostabienia. Dla modelu rys rozmytych z rysami obra-
cajacymi si¢ wykonano obliczenia w trzech wariantach — dla liniowej, wyktadniczej i przy-
jetej wedtug Hordijka 1 wspolpracownikow funkcji ostabienia. Na wszystkich rysunkach
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przedstawiono napr¢zenia w ukfadzie globalnym o_, o, T, Oraz naprezenia glowne o, o,
w funkcji stale rosnacych odksztafcen €_.

Rysunki 17-19 przedstawiaja wyn1k1 dla modelu rys rozmytych o ustalonych kie-
runkach dla parametru B = 0,95 i wartosci 6 rownych odpowiednio 90°, 45° i1 30°. Dla
przypadku 0 = 90° (rys. 17) utworzenie drugiej (prostopadlej) rysy nie jest mozliwe. To
w potaczeniu ze stalg sztywnoscia na $cinanie prowadzi do liniowej zaleznosci T, ~ &,
i stale rosngcego naprezenia stycznego t . W konsekwencji napre¢zenia glowne o, ros-
ng takze do nieskoficzonosci, a naprezenie o, przybiera wartosci ujemne. Dla przypadku
0 = 45° (rys. 18) mozna zaobserwowa¢ utworzenie si¢ kolejno trzech rys. Przed utwo-
rzeniem si¢ drugiej rysy naprgzenie o, przekracza wartos¢ f, co powoduje nagly skok
napr¢zenia w chwili zarysowania. Przed utworzeniem si¢ trzeciej rysy nastgpuje zamk-
nigcie si¢ rysy wtornej, co wida¢ na wykresie naprgzen o, Dla przypadku 6 = 30° (rys. 19)
tworza si¢ kolejno trzy rysy, nie obserwuje si¢ zamykania istniejacych rys. W tym przy-
padku naprezenie o, nie przekracza wartosci £, i nie ma skokow naprezenia. Nalezy zauwazy¢,
ze w koncowej fazie procesu obciazenia, zarowno dla 6 = 45°, jak 1 6 = 30° sztywno$¢ na
scinanie nie dazy do zera, co z kolei powoduje, ze naprezenia glowne o, i 6, takze nie daza
do zera.

Rysunki 20-22 przedstawiaja wyniki dla parametru B = 0,5 i wartosci 8 rownych od-
powiednio 90°, 45° i 30°. Rezultaty sg zbiezne z przedstawionymi powyzej, oczywiscie
przy mniejszej sztywnosci na scinanie. Dla 6 = 90° napre¢zenie gléwne o, rosnie nieogra-
niczenie. Przyjecie 0 = 45° lub 0 = 30° powoduje, Ze naprezenie o, nie przekracza f,, two-
rz3 si¢ kolejno dwie lub trzy rysy, obserwuje si¢ rowniez zamykanie rysy (widoczne na wy-
kresie o, ) W koncowej fazie obciazenia naprezenia gtdwne 6, i 6, nie zmierzaja do zera.

Rysunkl 23-24 przedstawiaja wyniki dla parametru f = O ,2 1 wartosci 0 rownych 90°,
45° 1 30° (dla wartosci 45° i 30° osiagnigto identyczne przebiegi napr¢zen pokazane na
rys. 24). Rowniez w tym przypadku rezultaty sa analogiczne z przedstawionymi na
rys. 17-19. Dla 0 = 90° naprezenie glowne o, ro$nie nieograniczenie, sztywnos¢ na $cina-
nie jest, oczywiscie, mniejsza niz dla przypadku f = 0,5. Dla 6 = 45° obserwuje si¢ two-
rzenie kolejno trzech rys, po utworzeniu si¢ drugiej rysy nastgpuje zamknigcie sig¢
pierwszej rysy (co jest widoczne na wykresie c_). W koncowej fazie obciazenia napreze-
nia gléwne o, i o, dalekie sq od zera.

Rysunki 25-26 przedstawiaja wyniki dla parametru § = 0,001 i wartosci 6 rownych 90°,
45° 1 30° (dla wartosci 45° i 30° osiagnigto identyczne przebiegi napr¢zen pokazane na
rys. 26). Wyniki uzyskane w tym przypadku sg istotnie rézne od poprzednich. Praktycz-
nie zerowa sztywnos¢ na $cinanie sprawia, ze naprezenie styczne T, jest bardzo bliskie ze-
ro, a wykresy naprezen o i ¢, oraz o, i o, pokrywajg si¢. Swiadczy to o tym, ze dla tego
przypadku kierunki napre¢zen gtownych pokrywaja si¢ caty czas z ukladem odniesienia
x — y 1 obrotowi kierunkéw glownych odksztalcen nie towarzyszy obrot naprezen. Dla kata
0 = 90° tworzy si¢ wylacznie jedna rysa i naprezenie 6, =~ c, dazy w procesie obcigzenia
do nieskoniczonosci. Dla dowolnego kata 6 < 90° tworzy si¢ druga rysa (o normalnej réw-
noleglej do osi y) prostopadta do pierwszej. W procesie obciazenia jest przez caly czas

</, o, < f, a na koncu procesu naprgzenia glowne spadaja do zera. Jak wida¢, dla
=0,001 i wartosci 8 < 90°, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach upraszcza si¢ do
modelu rys ortogonalnych o ustalonym kierunku z zerowa sztywnoscia na $cinanie.
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Rys. 17. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,
B=10,95,6=90°
Fig. 17. Willam’s test, model with strain decomposition § = 0,95, 6 = 90°
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Rys. 18. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,
B=0,95,0=45°

Fig. 18. Willam's test, model with strain decomposition 3 = 0,95, 6 = 45°.
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Rys. 20. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,
B=0,50=90°
Fig. 20. Willam’s test, model with strain decomposition § = 0,5, 6 = 90°
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Rys. 19. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,
$=0,95,6=30°
Fig. 19. Willam’s test, model with strain decomposition § = 0,95, 6 = 30°
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Rys. 21. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,

B=0,5,0=45°

Fig. 21. Willam's test, model with strain decomposition 3 = 0,5, 6 = 45°
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Rys. 22. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,

B=0.5,0=230°

Fig. 22. Willam’s test, model with strain decomposition f§ = 0,5, 6 = 30°
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Rys. 23. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,
f=0,2,0=90°
Fig. 23. Willam’s test, model with strain decomposition § = 0,2, 6 = 90°
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Rys. 24. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,
B=0,2,0=45°1ub 6 =30°
Fig. 24. Willam’s test, model with strain decomposition § = 0,2, 6 = 45° lub 0 = 45°
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Rys. 25. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,
B =0,001, 6 =90°
Fig. 25. Willam’s test, model with strain decomposition 3 = 0,001, 6 = 90°
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Rys. 26. Test Willama, model rys rozmytych o ustalonych kierunkach,
f=0,001, 6 =45°1ub 6 =30°
Fig. 26. Willam’s test, model with strain decomposition § = 0,001, 6 = 45° lub 6 = 30°
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Rys. 27. Test Willama, model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢,
liniowa funkcja oslabienia
Fig. 27. Willam’s test, rotating crack model, linear softening function
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Rys. 28. Test Willama, model rys rozmytych z rysami obracajacymi sig,
wyktadnicza funkcja ostabienia
Fig. 28. Willam's test, rotating crack model, exponential softening function
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Rys. 29. Test Willama, model rys rozmytych z rysami obracajacymi sig,
funkcja ostabienia wg Hordijka i wspdtpracownikow
Fig. 29. Willam's test, rotating crack model, softening function according to Hordijk at al.

Rysunki 27-29 przedstawiaja wyniki dla modelu rys rozmytych z rysami obracajacy-
mi si¢ z odpowiednio liniowa, wyktadnicza i przyjeta wg Hordijka 1 wspotpracownikdéw
funkcja ostabienia [7]. We wszystkich trzech przypadkach obserwuje si¢ najpierw po-
wstanie pierwszej rysy (ktora oczywiscie zmienia swoj kierunek w procesie obcigzenia),
a nastepnie drugiej prostopadlej rysy. Powstanie drugiej rysy jest zwiazane z efektem
sprzgzenia obserwowanym na rys. 15 i 16, poniewaz odksztatcenia &, w procesie obcigze-
nia przybieraja znacznie mniejsze wartosci niz €. Przez caly czas w procesie obciazenia
zachodzi 6, < f, o, < f. Wykresy o, i 6, w procesie obcigzenia w zakresie pokrytycz-
nym majg charakter liniowy (rys. 27), wykladniczy (rys. 28) i wg Hordijka i wspot-
pracownikow [7] (rys. 29). We wszystkich przypadkach na konicu procesu obcigzenie na-
prezenia glowne o i o, zmierzaja do zera. Zgodnie ze wzorem (61) sieczna sztywnos¢
na $cinanie poczatkowo maleje, przechodzac na stron¢ ujemna, a nastgpnie po utworze-
niu drugiej rysy zaczyna rosnaé, zmierzajac do zera od strony ujemne;.

Zgodnie z opiniami wyrazonymi w [6, 24] wynik numerycznego testu Willama mozna
uzna¢ za pozytywny, jesli zostaty spelnione dwa warunki:

1. Naprezenia gléwne w procesie obciazenia nie przekraczaja f, (5, <f,, o, <f),
2. Naprezenia gtdéwne w procesie obciazenia w zakresie pokrytycznym zmierzajg stop-
niowo do zera.

Oba postulaty wynikajg bezposrednio z przestanek fizycznych — w badaniach doswiad-
czalnych nie obserwuje si¢ dla betonu w zlozonych stanach napr¢zenia wytrzymatosci na
rozciaganie wigkszej niz wytrzymatos¢ jednoosiowa f,, a postepujaca degradacja materiatu w
procesie obcigzenia redukuje mozliwo$¢ przenoszenia napr¢zen.
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Wyniki przedstawione w artykule pokazuja, ze model rys rozmytych o ustalonych
kierunkach spetnia pierwszy warunek dla f = 0,95 dopiero dla wartosci 6 < 30°, dla
mniejszych wartosci B = 0,5 1 B = 0,2 wystarczy ograniczenie 6 < 45°. Drugi warunek nie
jest spetniony — przynajmniej w zakresie badanych odksztatcen. Osobnym przypadkiem jest
model z = 0,001 —woéwczas dla 6 < 90° spetnione sg oba warunki. Nalezy jednak zauwazy¢,
ze w tym przypadku sieczna sztywnos$¢ na $cinanie jest zerowa — zachowanie takie nie
opisuje poprawnie wlasciwosci betonu i moze powodowaé powazne klopoty numeryczne
przy obliczeniach na poziomie konstrukcji. Model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢
we wszystkich analizowanych przypadkach spetnia oba postulaty.

W artykule nie przedstawiono poroéwnania otrzymanych wynikow dla numerycznego
testu Willama z wynikami innych autoréw. Do$¢ obszerne omoéwienie wynikoéw otrzy-
manych przy uzyciu innych modeli mozna znalez¢ m.in. w pracy Wosatki [6]. Dla wigk-
szos$ci modeli plastycznych zachowanie si¢ jest zblizone jakosciowo do wynikéw pre-
zentowanych na rys. 27-29 (to znaczy do wynikéw dla modelu z rysami obracajacymi si¢),
jakkolwiek z duzymi réznicami iloSciowymi, powodowanymi przez rézny dobor para-
metrow materiatowych.

5. Whioski

W artykule przedstawiono podstawy teoretyczne dwoch podstawowych modeli rys
rozmytych stosowanych w programie DIANA (pkt. 2), a nastgpnie przeanalizowaniu ich
zachowania w dwdch elementarnych testach numerycznych opisujacych zachowanie ma-
teriatu na poziomie punktu materialnego (pkt. 4).

Model rys rozmytych o ustalonych kierunkach nie potrafi opisa¢ poprawnie zachowa-
nia materialu przy zmianie kierunkow gléwnych odksztalcenia i nie spetnia zadnego
z dwoch postulatow dla numerycznego testu Willama [1, 4]. Zaproponowany nieco poz-
niej model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢ spelnia oba postulaty numeryczne-
go testu Willama, ale zalozenie wspotosiowosci kierunkéw gtownych odksztatcenia i na-
prezenia w zakresie pokrytycznym (co prowadzi do ,,zapomnienia” wczesniejszych uszko-
dzen) budzito wiele kontrowersji [11, 10]. Model rys rozmytych o ustalonych kierunkach
zaproponowany przez de Borsta i Nautg [11, 16], a nastgpnie zaimplementowany do pro-
gramu DIANA, miat w opinii jego autorow stanowi¢ rozwiagzanie problemu. Dopuszcza
on tworzenie si¢ wielu rys w danym punkcie materialnym — w ten sposob z jednej stro-
ny zachowuje si¢ pamig¢ o wczesniejszych uszkodzeniach materialu, z drugiej strony
uwzglednia si¢ nowe uszkodzenia materialu wspolosiowe ze zmienionymi kierunkami
napr¢zen gltoéwnych. Przeprowadzone w artykule analizy numeryczne wskazuja wyraznie,
ze model ten nie spetnia oczekiwan. Tylko pierwszy postulat dla numerycznego testu
Willama jest spelniony. Dodatkowo nalezy zwrdci¢ uwage, ze standardowo przyjmowa-
na przez program DIANA wartos¢ 6 = 60° jest za duza i prowadzi do tego, ze rdwniez
pierwszy postulat dla numerycznego testu Willama moze by¢ niespeniony.

W zakresie odksztatcen analizowanych w artykule nie udato si¢ spelni¢ drugiego po-
stulatu. Mozliwe, ze stopniowa redukcja do zera wspdtczynnika B w funkcji odksztat-

cen normalnych do rysy €, moglyby poprawi¢ sytuacje [25]. Z uwagi na negatywny
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wynik numerycznego testu Willama, zdaniem autoréw, model rys rozmytych o ustalonych
kierunkach nie powinien by¢ stosowany do analizy probleméw, gdzie wystgpuja znacz-
ne zmiany kierunkéw glownych naprezenia i odksztalcenia w procesie obcigzenia.

Model rys rozmytych z rysami obracajacymi si¢ spetnia numeryczny test Willama
bardzo dobrze. W modelu tym jednak sprz¢zenie pomigdzy kierunkiem maksymalnego
naprezenia rozciagajacego o, a kierunkiem poprzecznym o, jest opisane w fizycznie
niepoprawny sposob. Manifestuje si¢ to przez utworzenie wtornej rysy prostopadtej do ry-
sy pierwotnej zardbwno w tescie skrgpowanego rozciagania, jak i numerycznym tes-
cie Willama.

Przeprowadzone analizy numeryczne wykazaly, ze dwa gtowne modele rys rozmytych
oferowane przez program DIANA nie opisuja zachowania materialu w sposéb w petni
wiarygodny, a ich potencjalny uzytkownik powinien mie¢ tego $wiadomos¢. Jako al-
ternatywe program DIANA oferuje mozliwos$¢ opisania rys rozmytych za pomoca teorii
plastycznosci z ostabieniem przy uzyciu powierzchni plastycznosci typu Rankina. Autorzy
zamierzaja w przysztosci przeanalizowa¢ zachowanie tego modelu w przedstawionych
testach numerycznych.

Niezaleznie od analizy zachowania danego modelu materialu na szczeblu punktu ma-
terialnego konieczna jest jego weryfikacja dla wybranych probleméw brzegowych w ce-
lu ustalenia, czy dany model potrafi wiarygodnie odtworzy¢ przestrzenny rozwdj rys
i/lub stref lokalizacji w ztozonych stanach napr¢zenia. W przypadku betonu niezbrojo-
nego celowa jest analiza do§wiadczalnych testow $cinania — rozciagania [26, 27].

Autorzy skladajq podziekowania dr inz. A. Wosatce i dr inz. Sz. Seredze za cenne rady i pomoc udzielong
przy prowadzeniu symulacji numerycznych.
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