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Streszczenie

Artykut zawiera sformutowanie i rozwdanie problemu optymalizacyjnego dotycego

sterowania odptywami z systemu zbiornikdw retencyjnych, ktére zaopatrwyods odbiorcow.

W systemie dopuszczono wliovosé przerzutdw wody meidzy zbiornikami systemu. Przye

zostaly sztywne warunki pogtkowe i zwhzane réwnaniem warunki koowe na trajektoriach
stanow. Czas rozpoeza lub zakéczenia optymalizacji jest swobodny.
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Abstract

The paper presents formulation and optimal solution to the problem dealing with control of outflow
from a system of storage reservoirs supplying users with water. Water transfers among reservoirs
are allowed in the system. In a given time horizon there were assumed rigid initial conditions for
reservoir capacity and final conditions for state trajectories which are then interrelated by the

equation. Moments of starting or ending simulation procedure are unbounded.
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1. Wstep

Pojcie swobodnego czasu optymalizacji znoodnost sie do przypadkéw poszu-
kiwania:

— swobodnego czasu pagkowego (nieustalonego optymalnego czasu rozgmazpro-

cesu optymalizacji, przy ustalonym czasie jej Zmkenia) —CzafoczatkowySwo-

bodny,

— swobodnego czasu koowego ( nieustalonego optymalnego czasu @ed@nia pro-

cesu optymalizacji , przy znanym czasie jej rozgoieg—Czad< oncowySwobodny.

W zagadnieniach wspomagania decyzji sterowania odptywami ze zbiornik&wej wy
wymienione przypadki swobodnego czasu z kombinacjami warunkéw brzegowych ma-
ja szerokie zastosowanie. Z uwagi na rozliczne warianty warunkdw brzegowych nie jest
bez znaczenia chwila rozpecia lub zakéczenia optymalizacji.

W artykule przedstawione zostamvarianty optymalizacji pracy systemu zbiornikéw
ze swobodnym czasem optymalizacji
— CPS —CzafPocztkowySwobodny,

— CKS —CzaK oncowySwobodny

i przypadkiem warunkéw brzegowych na trajektoriach stanéw w postaci:
— LWU - lewe warunki na trajektoriach stanéw ustalone,

— PWZ — prawe warunki na trajektoriach standwazane réwnaniem.

Integralm cze$cia omawianych warunkéwddlzie wyznaczenie:

— optymalnego czasu rozpagia optymalizacji fo'], dla ustalonego czasu zakaze-
nia optymalizacijiT lub
— optymalnego czasu zakezenia optymalizacji'I:D, przy ustalonym czasie rozpeez
cia optymalizacij.
Zatem dla wektora prognozowanych doptywéw do systemu zbiornikbw sens fizycz-
ny wskanika jakaci (1) faczy jak w czsci |, trzy zadania:
— uzyskanie (na koniec horyzontu optymalizaEjlub 'I:D) wektora wypetnié zbiorni-
kéw X(T) spetiajicego réwnanie warunkéw koowych,

— zapewnienie takiego wektora odplywow ze zbiorniké&(t)(+), DtD[fOD,T] lub
tDLtO,'I:DJ, ktory w sposéb minimalny odbiegabedzie od wektora, ktérego ele-
mentami § czgsciowe zapotrzebowania na wpgrzypadajce na zbiorniki systemu
B(t) Y (t) (501, Ot O[f5, T] lub tDLtO,'I:DJ,

— zrealizowanie powsszych celéw przy ewentualnych przerzutachedmyzbiorniko-
wych i w aspekcie minimalnej watid ww. wskanika.
Przedziatowe ograniczenia dotyce wektora sterowai wektora standw ustalone
zostaly analogicznie jak w ¢&i 1.

2. Pocatkowy czas optymalizacji swobodny (CPS)

Rozpatrzmy wariant sterowania odptywami z trzech zbiornikéw zasjlell dwoch
odbiorcow wody, przy swobodnym czasie rozpmia optymalizacjitE.
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doptywy prognozowane

Zt)=-2,0) = 5@
W) = 5p) =- 2y (1) =2,
Z4(t) = - 5 @) =2,(D)

sterowane odptywy
2e zbiornika

L iy
()= i,

Rys. 1. System trzech zbiornikéw, dwoch odbiorcéw wody (CPS)
Fig. 1. System of three reservoirs and two water users (CPS)

Wskaznik jako sci
W systemie wspotpracagych zbiornikow (rys. 1) wskaik jakosci otrzyma postéa

o E} [BO IY() B~ u(]f,) O } "
B IBO YO BIL-u®] ) + 2T () A, Y
Roéwnanie stanu systemu przyjmuje posté&
F X)) = Q7 (=17 (1)) gy ~ Suaize ) U @ippn, )+ S2@sfZM) @1 )
Xo = X(tp) (3)

Koncowe wypetnienia zbiornikbw musg spelniaé prawy warunek na trajektoriach
stanéw np. w postaci:

h(M): S(MX(M-DQT=0 (4)
gdzie:
S3=LS31(T) %('I) %( 'DJ — wektor wsp6iczynnikbw odpowiad@y stanom
zbiornikéw w chwili T konczacej optymalizagj,
X(M)=[%(T) %(T) %(T] —stany zbiornikow w chwiliT konczacej optyma-
lizacje,

D(T) — sumaryczna objos¢ wody w zbiornikach systemu
w chwili T.
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Przedstawione poij rozwhzanie zadania pozwala okli€:

- fou, tj. optymalny czas rozpoeeia optymalizaciji,

— wektor sterowa G(t)(3ﬂ<zu))(+>' DtD[fOD,T] (sterowanych odptywéw ze zbiornikow do
aglomeracji) oraz

— wektor przerzutdw nedzyzbiornikowych z(t) ), DtDLfOD,TJ, ktére zminimalizuy
wskaznik jakasci (1) przy rownaniu stanu systemu (2), (3) i warunku (4).

Rozwigzanie zadania optymalizaciji

Funkcja Hamiltona dla uktadu réwihdl), (2), (3) przyjmuje posta
H=-f,+n' Of

H= —0,5E§ [B(t)LY ¢)ISL-u(t)]f,) 0A; [IB(t) DY () BO-u(t)] sy +2' () A, &(t)} +

+n(t)" QP (t-T7(t) =S (t) + S, ()]

gdzie:
fo — funkcja podcatkowa wskaika (1),
f — réwnanie stanu zbiornika (2),
N (t)+y — zmienna sprzona, wektor[3*1].
Uktad réwnai dla funkcji Hamiltona (5) przedstawiono w punktach 1-4:

1. [(O,H) g 550" =0

®)

(i(t) () =B Y (1) S~ A 5] Git) (6)
2. [(O0,H) 550" =0
2(t) = A" 15, (1) (7)
3. [(OqH)a s30T = X
X(t)sy = Q7 (=17 (1)) =S, Hi(t) oy + S, 2(1) ®)
4. [~(0H)g 551" =n()

n(t) = Ogaryy )
Dopuszczalne przesugia warunku (4) muszspetnid zaleznosc:
oh(T) oh(M oK) (D L oh(m
[ } X, (T) |+ BT =0 (10)
0x(T)  0%(T) 9x%(T) 5 (T)
6h(T)

[Oymh(MIBxX(T) + -2 BT=0
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Warunek transwersaldo jest spetniony jeeli:
~(M(T) Bx(T) +Nna(MBx(N+nx( MDY 7) =0
-n(T)" Bx(T) =0

Majac do dyspozycji rownania od (6) do (8), wyznaczamy wektor trajektorii stérowa
(odptywow ze zbiornikéw)(t), wektor przerzutéw ngtdzyzbiornikowych z(t) oraz wek-
tor trajektorii stanowx(t).

W pierwszej kolejnéci nalery ustalt zaleznosé migdzy zmiennymi sprzonymi,
wynikajaca z réwna (10) i (11), konieczow odniesieniu do rownania (4) na trajektoriach

stanow.
Z réwnania (10) otrzymujemy:

51 (T) = - Oh(T) /0% (1)) 5, M- Oh(T)/0%(T) ) 5, M- oh(T)/9(T) |57 12)
oh(T)/ax(T) ) ° oh(T)/ax(T) ) ° oh(T)/ax(T)

Podstawiamy zafsos¢ (12) do réwnania (11), otrzymug w konsekwencji:

(11)

1

(T = [ZE(T)/%(T)J
(T)/9%(T)

oh(T) / 0%(T)
oh(T)/ox(T)

Dla ustalonegdl wspotczynniki wektoraE przyjmup wartdsci state w czasie. Wy-
konujac analogicza jak w czsci | procedug obliczeniow, otrzymujemy zwizek okrg-
lajacy stah C; w funkcji nieznanego czasu rozpeca optymalizacji:

M, (T),  n(T)=E(T)m,(T) (13)

T
C,(1) = D(T)—sa(n%j{cf(t—rp(v)—sluza)Dr()Esm} e 4 ¢|C
f

[1Sy(T) US DA (5, + S,UA, DS) DE(T - 5)] (14)
Nastpnie sterowanie optymalne w funkciil(tg), mozna zapisé&
((t)sy =B(H) Y () (51~ Ay [5] [ELTy(to) (15)
oraz wektor przerzutéw rulzyzbiornikowych w funkcjiCl(tE) wynosi:
2(t) = A3' 35 [E[Ty(ty) (16)

Drugie réwnanie konieczne do Wyznaczeﬁ?auzyskujemy z warunku,

H (tg) —[%j =0 (17)
0
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W przyjetym wskaniku jakdci nie wystpuje funkcja warunkéw poakowych
KIx(t5), t5], zatemH () =0, czyli:
~0,54 B ()Y (5) B 11— )], A, [IB(LG) DY (1) (BO- u(tg)] o) + 21 (1) TR, (K1} +
n(t)" Q7 (tg - 17(1) — S [U(te) + S, [H(tg)] =0 (18)
Przeksztalcamy wzor (18) wg ngstijacego schematu:
[B(tg) LY (t5) B O1— B(tg) OY(tg) B+ Ay [8, [E [T )] 0
~0,50 A, (B (to)LY (tg)[S (1~ B(to) LY (o) S+ A’ (8] [E [Ty(tg)] )+ +
+(A; 18] [E [T,(t5))" A ,0A S SE [T{tY)

Q" (t =" (o)) ~S1UB(tg) L¥(tg) (BLL~ A" L5 [ELCy(to)) } (19)

E tD T
HE G E%*'Sz A (8} [E [T,(1D)

o 55{[’*51 [S] [E [C(tg)] . (A, A S5 (E [T{t9] ¢ )+} .
(E [Ty(t))" [S, [AG [55) LE [T(ty)

HE @) %Qp(tg-rp(tg» =S4 [{B(to) LY(t9) (511~ AT (] (E [Ty(tg) +} 20)

+S,[{A;' [3; [E[Ty(tg) =0
~0,50 (E [T, o)) 18, TR (8] ) [T,t0)+ (E [C, (1)) S, 1A [85)IE [T4(t) |+
Q" (ty ~ 1" (to)) — S, [B(to) Y (to) S+ §UA™ 0 [E [Ty(tg) +

E ONT
+(E [T (1)) [ﬁ"sz O CEL [E (T, = 0

] (21)

-0, 5[C, (tg)EFET 0s, DO\Il [BlT )OE [Cl(t%))'F ET s, DAEJ' [S-g )(E [Cl(t%))J N
PO_ P _ G o .
+C, () (ET QP (tg - 17 (tg)) - S, [B(tp) DY (tg) (Bl+ SOA! OS, [E [T {t5) + -
+S, ;' [S, [E [Cy(tg) =0

Po podzieleniu (22) przez wytenie Cl(tE) oraz dalszych przeksztafcav wyniku
dodaniu jednakowych sktadnikéw, otrzymujemy:

0,5(E" (IS, (A" (8] + S, 047 [, |(E (T4t =
=E" 1S, (Bto) D¥(to) (51~ Q (tg — T(to))] (23)
Z wyrazenia (23) wyliczamy stqul(tE)
C.(t) =[ 0,50ET 008, TA ] + S, 0 CS) E ] L
[ET 1S, [B(to) DY(to) (S~ QP (t — T(to))] (24)
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Z porownania wzorow (14) i (24) Wyznaczanff, optymalny czas rozpoezia
optymalizaciji.
Hipotetyczny scenariusz zdarz#

Przyjmiemy nasfpujace zataenia:
— pocatkowe stany zbiornikéw

x§ =[(20+2) (30+ 0,51) (46- 0,5 )] [mM
— koncowe stany zbiornikow zwzane rownanie
h(T): S;x(T)-240=0 §=[1 2 3
— doptywy do zbiornikow
Q)" =[(L+t) (2+t) (10-0,5%)] [n?/s]

— zapotrzebowanie na wegonizej zbiornikdw

[ o0 (5+0,2)
Yt)=[ 0 [0 O |[m%s], [EJ=[ ' ~ }
0 0 [ (A5-0,21)
— funkcje zaangawania zbiornikdw w realizagjfunkcji zapotrzebowania
o 0 0,4 O 0,2 O 0,4 O
B=| 0 [2] 0, [1]:[0 0,2}0). [2]=[0 0,4}(0. [3]{0 0,4}0)
0 0 [3
— macierz wspotczynnikow wag
[ 0 O
a=lo [ o [u=[3 ﬂ
0 0 [0
— macierz strukturalna
@ o o
s={0 @ o [M@=f
0 0 [™d

— macierz strukturalng, jak w czsci |
— czas kacowy T = 10 [s].
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Rozwigzanie:
1. Wedtug (13)

1

o) = [ZE(T)/%(D]:
(T)/0%(T)

oh(T)/0x(T) -3

oh(T)/ox(T)

2|0, n(T)=Em,(T)

2. Wedtug (14)
.
Q(tE):{D(T)—%mz{j{qpu—rp(»—slma) OV ) (BC1} dit+ X ﬁHE
to
[1S,(T) @S, DAL [5] + S,0A7 [S,) [E QT ~t5)]

0,771t ¥ - 9,51 + 4¢
340- 341,

Cy(tg) =
3. Wedtug (24)
Cy(to) =[0,5[E" 1S, [A;' (5] + S,0A; [S,) (E] ' [
[ET 1S, (B(to) DY(tg) (BIL-Q (g — 17 (to))]

8-1,541;
17

Cy(t) =
Poréwnujc oba wyraenia okrélajace Cl(tg), otrzymujemy réwnanie kwadratowe
wzgledemt)':
-2,3105'Y + 37,3 - 11 0= {5, 04,262[s], f{;p= 11,88 10[¢
Dalsze rozwizanie dla
fon =4,262]s]

4.c = 8-1, 514E4, 262= 0,0845

5. Stany pocztkowe dlafy’ = 4,262 [s]
% (E5) = 20+ 204, 262= 28,524 [
%, (f5n) =30+ 0,504,262 32,131[h
X3(f55) =40- 0,504,262 37,869



6. Sterowane odptywy ze zbiornikow:

(2+0,081 )- 0,0843]
(3-0,041 )- 0,084

i) = [(1+ 0,041 )- 0,169;
(6-0,081)- 0,16
(2+0,081)- 0,253
_[(6— 0,081 - O, 2533_
7. Przerzuty midzyzbiornikowe:
0,0845

2(t) = A 3}, [E [Ty(tp) =| 0,0845| [ /s

-0,169

[m3/s]
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8. Stany kécowe uzyskane w wyniku wyliczonych stanéw pgkawych i otrzymanych

sterowa oraz przerzutow:

(1+1) L1 o 0
2+t) |-| 0 p 1y o [J{

10 _
x(10):J' (10-0,51) 0 0 L1

-1 0 1|]|0,084
+1 -1 0|010,084
0 1 -1]|-0,16

28,524] [ 44,3
+| 32,131{=| 47,92 [m
37,869 | 33,2

9. Stany kécowe na trajektoriach spetniajarunek (4)
44,38
1 2 3]047,92|- 24C= (
33,25

10. Wartg¢ wskanika jakaci wynosi:

10 _ T
- o5y JBOYOBI-UOI,

4,262

(2+0,081 )~ 0,0843]
[(3—0,04[11 )>- 0,0843
(1+0,041 )~ 0,169
(6-0,081 )~ 0,164

(2+0,081 )- 0,253

dt+
4,262 (6—-0,081 )~ 0,253

B, [B() Y (1) S - u(t)] oy + 2" (1) TR, (1Y)

dt =1,597¢
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Kazde inne sterowanie prowadzi do zWszenia wartéci wskanika jakaci (1)
lub/i naruszenia ograniczenia (4) na trajektoriach stanow.

A
x, =N 240

x =M 240

A
x,(#)=28,524
x,(1)=20+2t g

=01 —
~ S~ 70|
\ w0)=33131 NG B
~_ S~ ~— ~ | — 3
Tx, (0)=30+0,5_ a - fl,(},o,),r44’38[m,!
x,()=37.869 T T~
i =4262[s] 5(0=10-05t_ jx2(10)= 47,92[m]

x, =120

x,(10) = 33,25[m?]

'S
x, =80
Rys. 2. llustracja graficzna przyktadu
Fig. 2. Graphical illustration of the example
1
—zs
|Iﬂ'l
L
=

e
Wizualizacja
[E—
[ —
1 —==
y

9

Rys. 3. Schemat symulacji analogowo/cyfrowej (Matlab/Simulink)
Fig. 3. Scheme of analog-numerical simulation (Matlab/Simulink)

Analogicznie do przedstawionych w eéezi | zagadnié, analityczne rozwizanie
aktualnego problemu mbwe jest w odniesieniu do prostych funkcji opiszyjch dopty-
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wy prognozowane, funkcje zapotrzebowania i inne wymagane parametry zadania. Trud-
no spodziewa sie, aby wprowadzane w czasie rzeczywistym konieczne parametry
wejsciowe sprowadzaly sili tylko do z géry okrélonych klas funkcji. W takim przy-
padku mana skorzysta z programu analogowo/cyfrowego (Matlab/Simulink) realizuj
cego rozwizanie problemu wg opisanych wzoréw. Wykorzystuputorski programu
symulacyjny (rys. 3) w dowolny spos@b ama zmienié parametry wegiowe zadania.

doplywy do zbiornikow Sterowane odplywy ze zbiornika nr 1
T T T T T

iar--------- P Py t

N -

10 0,1
_ew= o,

o,

4 E 8 10

Time {Seconds) | Time |(Seconds)

zapotizebowania na wode ponizej zbiornikow Sterowane odplywy ze zbiornika nr 2
T T T T T

T T

Seconds) | Time |(Seconds)

trajektorie stanow zbiornikow Sterowane odplywy ze zbiornika nr 3
T T T T T

H
ol (@]

x (1) = 28,52
x(1) = %, (1)=32,13
x,(1) = 37,87 '
20 f--nmemende e H-

% (T)=44 38
: x(T)= x,(T)=47,92
| e e 1 x,(T)=33,25
5] 8 10
Time {Seconds)

przerzuty miédzyzbiomikowe

-

RO
wn= 5,07 |

z5(1)

-0.05}--

6

10

L1, = 4,262 fs]

Rys. 4. Wyniki symulacji pracy systemu dla petygh parametrow wégiowych
ze scenariusza 1
Fig. 4. Results of simulation of system behavior for input parameters according to scenario 1

1,= 4,262 [5] 1nds)
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W wyniku dziatania programu otrzymujeg¢sivykresy przedstawiage odplywy ze
zbiornikbw (sterowania) na rzecz kolejnych odbiorcOw oraz przerzutgayebiorni-
kowe w funkcji parametrow wétiowych. Optymalne sterowane odptywy i przerzuty
zapewniaj realizacg wektora funkcji zapotrzebowania przy minimalnej wéeto
wskaznika jakaci. Jednoczénie, otrzymane trajektorie stanéw zbiornikéw systemu za-
pewniap realizacg przyjetego réwnania dotyezego warunkéw kacowych na trajek-
toriach stanow.

Symulacje pracy systemu dla parametréw z hipotetycznego scenariusza nr 1 przed-
stawiono na rysunkach 4, 5. Program uliwda symulac§ pracy systemu skladgiego
si¢ z trzech zbiornikéw ktore zasitayv wode dwéch odbiorcow (przy dowolnej struktu-
rze pohczeér zbiorniki/odbiorcy oraz zbiorniki/zbiorniki). W poszczeg6inych blokach
wprowadzane & konieczne do optymalizacji parametry, a po uruchomieniu symulacji
w pierwszej kolejnéci wyznaczany jest:

— optymalny czas rozpoeeia optymalizacjifoD (czas wiaczenia zbiornikbw do pracy
w systemie),

— pocatkowe stany zbiornik(’)V\o((fOD), jakie powinny by przyjete, aby na koniec przy-
jetego horyzontu optymalizac]i zrealizowa& warunek 4,

— w dalszej kolejnéci wyznaczane as odptywy ze zbiornikbw w ramach dystrybucji
wody do odbiorcow i przerzuty gdzyzbiornikowe.

Y1,  ulf+u21+udt Y2, ul2+u22+u32

8
7
Bl----
2 10},
Yy(1)
(1)

Y1)
(¢
2

= : ' : : H t i
( 1 i i i i / A i i i
3 2 4 6 8 10 @/}J 2 4 6 8 10
Wt 1,=4,262 [s]'9) | 1,=4.262 [s]5)
Wartosc wskaznika jakosci F
T T T T 1 1+¢
| R P T B2 1308 @@= 24 [k 20(0)=- 20 = £, = 0,084
14}---- . 10-0,5x1 ) EE)= Zu() = 22(0) = 2:(t) S00845
23(t) =- 23(0) = 2, () = - 0,169

12} /
AN \
- iy SR e / \

Bt - -- = [2+0,08x1)- 0,0845\

] - ‘ _ (3-0,04 % 1) - 0,0845
| S Rt ettt S K F . [(1 +0,04 x1)-0,169] |

855 /, u(r) = = 5 [m'/s]

1 I R | N /A ir's >L: (6-0,08 % 1)~ 0,169

[(2+0,08 x 1) - 0.2535]

----- Yi(0)= (5 +0.20) [m'ls] V()= (15 +0.26) [mls] (6~ 008002535

o - /-

% ; : i : N (¢ /
-y . - 5 ‘ »

KE) t,=4,262 [5](Secon§s) ¢ " @ \\ 77,//

Rys. 5. Wyniki symulacji pracy systemu dla petygh parametrow wégiowych
ze scenariusza 1
Fig. 5. Results of simulation of system behavior for input parameters according to scenario 1

Na wykresie nr 1 z rysunku 4 obserwujemy wektor doptywéw prognozowanych
do systemu zbiornikdw, wykres nr 2 to wektor funkcji zapotrzebowania na pauizej
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zbiornikow. Wykres nr 3 przedstawia przebieg trajektorii stanow zbiornikdw, wykres
nr 8 obrazuje przebieg rownanigt), tDLfOD, TJ.

Wykresy od 5 do 7 przedstawiapdptywy (sterowania) ze zbiornikdw na kofzy
poszczegolnych aglomeracji natomiast na wykresie 4 przedstawiotrajektorie prze-
rzutdw medzyzbiornikowych.

Rysunek 5 obrazuje przebiegi kolejnych funkcji zapotrzebowania i ich realizacj
przez odptywy ze zbiornikdw (fragment 1, 2). Warto odnotoviakt, iz kierunki prze-
rzutdw miedzyzbiornikowych nie pokrywapie z kierunkami przyjtymi w rbwnaniu sta-
nu systemu 2. Uwaga ta dotyczy przerzutgdny zbiornikiem nr 1 i nr 3 (fragment nr 4).

Wzrost wartéci wskanika jakaci w przedziale czastld LfOD’ TJ, przedstawia fragment 3.

2.1. Wspomaganie decyzji dyspozytorskich z wykorzystaniem uzyskanego
w rozdziale 2 rozwizania

Przyjmiemy zatéenie, ze zakres zmienrsoi funkcji zapotrzebowa na wod poni-
zej systemu zbiornikéw me zosté zawarty w przedziale:

[@ o0 O
0,201); b O[0,30
Y®)=[ 0 [@ o0 |[m%s], [ﬂ=[(bl+ #h10.%0) (b, -0, 201); b, 01[0 20]}
O 0 [q ) 1 )
b/Y, =5 b,/Y,=30
b,/Y,=15 ol b,/Y,=20
1,=4262s] \ =953 s]

b, 1Y, [ni']s]

b, 1Y, [m’ls]

Rys. 6. Powlokaby, b, t5(by, by), bI[0,30], B0 [0,20]
Fig. 6. Spanby, b, t5(by, by), b1[0,30], B O [0,20]

Zakladajc jednoczénie dyskretyzagj wzgledem parametrévio,, b, réwrg 1, mazna
wielokrotnie wykorzysté otrzymane w rozdziale 2 rozaganie, otrzymujc zbioér czaséw
rozpoczcia optymalizacji w funkcji kolejnych warfoi b, b,. Zestawienie tych czasow
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w postaci wykresu 3D pokazuje powtgkktérej punktami (wztami) s punkty o para-
metrach

b.b, to(b,b,), b[0,30], b O[0,20]

Na rysunku 6 przedstawiono otrzymapowloke, a kropla zaznaczono rozwza-
nie hipotetycznego scenariusza z poprzedniego rozdziatluzyNaéenaczy, iz niezale-
nie od dalszych ogranicie dla wszystkich punktow powtoki, spetnione jest réwnanie
warunkow kaicowych w postaci:

h(T): S,X(T)-240=0 S,=[1 2 3

Zbior rozwiazan ksztattupcy ww. powtole mozna nazwa zbiorem rozwizan wstkp-
nie dopuszczalnych z uwagi na prggj parametry:

b.b, t5(b,b,), bO0[0,30], b O[0,20]

Analiza zbioru rozwjzan wskpnie dopuszczalnych (otrzymanej powtoki) jest nie-
zwykle interesujca (rys. 7).
1. W pierwszej kolejnézi nalezy odrzuct rozwigzania, z ktérych otrzymany czas roz-
poczcia optymalizaciji jest:
— wigkszy od przyjtego czasu zakazenia optymalizacjtoD >T,

— jest ujemnyt)' < 0.
Obszar ten zaznaczono na rys 7 koloremduvym (najciemniejszym).
2. W dalszej kolejnézi nalezy odrzuct rozwiazania dotycgce czasu rozpoegia opty-

malizacji 0 < tE <T, dla ktérych nie s spetnione ograniczenia sterowania w postaci:

u(t) = |:u11(t):| > [0} U (1) = [Uzl(t)} > [0}
u(t)] [0 uy(t)| [O
Obszar ten zaznaczono na rys. 7, kolorem niebieskimiéjazym).

3. Z pozostatego zbioru nale odrzucé rozwigzania ktére nie spetnigjprzyjetego
przez dyspozytora (decydenta) zagnia dotyczcego poziomu deficytu wody poni-
zej zbiornikow systemu, wyniktego ze zbytzm@go uruchomienia dystrybucji wody
z systemu. Przykladowo (rys. 7) ostateczny czagzghia zbiornikow (czas rozpo-

czecia optymalizacji) ustalony zostat na 5 sekund.
Zatem ze zbioru zaznaczonego kolorem biatym, pozostat zbiér azaw(z6tty)

dla 0< tg <5, zwany dalegbiorem rozwigzan dopuszczalnych
4,70ty zbior (obwiednia linia pogrubia) rozwiazaa dopuszczalnych przedstawia za-

tem rozwjzania spetniaice wszystkie dotychczasowe wymagania, tj.:

— spetnienie réwnania warunkéwiaowych na trajektoriach standw,

— zapewnienia sterowiaze zhiornikébw wtkszych co do wartei od zero lub réw-
nych zero dla przedziatu czaggi<t <T,

— ograniczenie poziomu deficytu wody pagji systemu zbiornikéw do ustalonej war-
tosci, ktora jest funkcja czasu rozpogza optymalizacji (wdczenia zbiornikow
do pracy).



67

[oz'ol O 4a‘log'o]l O 'a ‘(a Ta) % e Tqueds 2 B4
[oz'ol O 4a'[ogol O ' ‘(g Ta) % “q Tepxomod L "SAY

7] ooz

TrTlizs0 | el

Tt |zeib 0 (2000 | o0's)

T (16160 [be0ton [batzo | 002l

o1=(4)g 6={U)9 epepedian TR [ele T [65cz0 [Ib6l0n [bzszo [zcer0 | oo'sh

TeT[see T Joror 0 [bsos00 [bloza [thes0 [bart | oo's

[oz'o]2¢ {e+:To-)= a| e Hfojuny osouUBIZ nSanfE? Elp) TeT . |cez | |c901'0 [9zkb00 [becc0 [6760  |elgl 'L

P e P 10| _[pz000°0 (100000 [bazc0 [2001 [ieet 0l

Eenogaodez foyunj 1050UURNE NSRNEE EP OIFT_|b606'0 [c020°0 [p06L00 [00Zp'0 (6807 _LIiL: 0z

IS0 WHINZWHGM 195018 WIWININ SNITTO58Y 58070 | 268000 [p1010_[622v'0 [bLIT [perZ 0011
90'Z £629" 0000 |laszia lezes'a Q7| 42 m 00°0L —

e [1290 (211000 |festa] [10650 [sce i [pepT 05

b1b0 215000 [besr0 [fioao] [zovt [eoZ 00’

TZZT (16160 [beorod [parizo [esiz0 [fert |17 o'

A M A [ A ET A I 00'3

T50T [o6e' | [6b01'0 [pG0s00 [p16z0 [bbos0 [parT 00's

TEC (6221 (9010 [azb00 [becc0 [6250 [slel 5 0w

GTIT_[1901 [bz080°0 [190800 [bc0 [2001 |ies | RPN PR .%HNMHMH Eﬁ» remRed o'

SO0 [$06:00 [9027'0_[680T TSIV VNS TIS08M AN TOMZ00 EVI5a0 oz

62200 Ip21') JBETT

00'6Z | 00'8Z 0022 0092 0062 00'PZ  00'SZ 0022 | 0042 0002 | 00'6L 00°8L  00°ZL | 008k 00'SL  00'FL  O0'EL | 00'Zh 00'bk 00'0b

[eJeor's= 4
SI= /8|

oUWl YEwaeIE Gaoaim qny
oupal) ewemaszis U np3iBan 32 ANOIOMZOOIIN ¥¥2SE0 T

ANOTOMZOO3IN ¥¥ZS80

[of0]2¢ {e+:-20) = &



68

Dalsza analiza6ttego zbioru rozwizah dopuszczalnych w aspekcie wadbwskaz-
nika jakaci zwiazanego z kadym elementem rozpatrywanego zbioru wskazigew za-
sadzie dla kadego rozwizania z zakresi{0 <t0D < b), wartas¢ wskanika jakaci jest inna
oraz mana w zbiorze rozwizan dopuszczalnych wskagalement (rozwizanie) o naj-
mniejszej wartéci wskanika jakaci.

Dla przygtych do scenariusza danych, elementem zbioru egawidopuszczalnych,
przy ktorym warté¢ wskanika F w postaci (1) jest absolutnie minimalna i réwna O,
jest rozwizanie:

[by =9, b, =10] ~ (B, by) = 3,246]]

Zatem dla przedstawionego scenariusza zmi@indunkcji zapotrzebowania
b, b, to(by, by), B1[0,30], b O[0,20], rozwiazanie to kdzie rozwiazaniem absolutnie
optymalnym.

Stwierdzenie to oznaczae w przypadku mdiwosci ustalenia przez dyspozytora

systemu wartéci funkcji zapotrzebowania na wedonizej systemu, powinien wskaza
macierz w postaci:

[0 0 (9+0,211)
Yt)=| 0 [0 0 |[m%s], [EJ=[ ’ ~ }
o 0O (10- 0,21 )

dla ktérej optymalnym czasem rozpecim pracy zbiornikbw jest czas
tg(bl, b,) =3,246[s] i w przedziale czasu 3,246 << T wskazane funkcje zapotrzebo-

wania zostam w 100% zrealizowane, zapewni@jtym samym zeroy wartags¢ wskaz-
nika jakaci (1).

Ponadto korzystag z zéttego zbioru rozwizaa dopuszczalnych, dla kdej wartgci
b; O [0,19], mana wskazé zakres zmienrigi b, oraz wytoné b,, przy ktorej wystpuje
minimum wartdci wskanika F i odpowiadajcy jej optymalny czas rozpogza opty-
malizacji (whczenia systemu zbiornikéw).

Ostatnie stwierdzenie obosgiuje réwnieg w druga stro@ tzn. dla kadej wartdci
b, 0 [0,20] mana wskazéa zakres zmienn@i parametrub; i wyloni¢ by, przy ktorej
wystgpuje minimum wartéci wskanika F i odpowiadajcy jej optymalny czas rozpo-
czecia optymalizacji (wdczenia systemu zbiornikow).

3. Koncowy czas optymalizacji swobodny (CKS)

Wykorzystupc elementy rozwizania z poprzedniego rozdziatu, meony przeanali-
zowa® przypadek sterowania systemem zbiornikbw (np. rys. 1), dla ktérego oprocz
wszystkich innych zafgen, istotnym elementem jest fakg, w odniesieniu do czasu trwa-
nia optymalizacjiT ", nie zaklada gizadnych ogranicze przyjmupc jedynieze T" > t,.

W praktyce zastosowanie przedstawionego z®niozwhzania jest bardzo znagz.
Otrzymuje s¢ wektor odptywow ze zbiornikdw (sterowg ktéry w odniesieniu do po-
stawionych systemowi wymafjadotyczicych dystrybucji wody realizuje te wymagania
Zz minimalry wartascia wskaznika jakdaci.
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Jednoczénie optymalnie dobrany zostaje horyzont optymalizakji Wynikajace
z optymalnych sterowai optymalnego horyzontili’, stany zbiornikéw w chwili kicza-
cej optymalizagj beda spetnid warunek wazacy stany kacowe, ktory traktowany jest
jako globalna ilé¢ wody, kton nalery pozostawé w systemie po realizacji sterowania.
Ta ilos¢ wody dost¢pna jest do dalszej dystrybucji w okresach czasu po rozpatrywa-
nym interwale.

Okreslenie optymalnego horyzontu optymalizadji (f. optymalnego czasu trwa-
nia dystrybucji wody z systemu) jest canmformacp. Dla przygtych parametrow
wejsciowych wyznaczeniél " okresla przedziat czasw O [t,, T'J, w ktérym odbiorcy
wody mog liczy¢ na zrealizowanie swoich potrzeb wodnych, a dyspozytor stgruj
systemem zbiornikéw, poznaje horyzont czasu, w ktérym systedzidr obcizony
w zwigzku z konieczngcia realizacji ww. potrzeb.

Wskaznik jakosci
W systemie wspotpracagych zbiornikdw (rys. 1) wskaik jakosci otrzyma posta

TC T
B(t) Y (t) B - u(t)] ., O
F=0,5DJ' [B(t) LY (1) O+ i it (25)
L (A IBO Y (OB A-u®] . +2z () A, XY
Rownanie stanu systemu wg (2) z warunkiem pogtkowym:
Xo = X(t) (26)

gdzie:
to — ustalony czas rozpogza optymalizacii.

Koncowe wypetnienia zbiornikbw musg spelniaé prawy warunek na trajektoriach
stanéw np. w postaci:

h(T): S(THX(T)- DN =0 (27)
gdzie:

S, = Ls% (M) s(T) sl 'F)J — wektor wspétczynnikéw odpowiaday sta-
nom zbiornikéw w chwili T° konczacej
optymalizacg,

x(TH) = Lxl(TD) %(T)  x%( 'IB)J — stany zbiornikéw w chwill " konczacej opty-
malizacg,

D(T") — sumaryczna olijos¢ wody w zbiornikach sy-
stemu w chwiliT’,

T — poszukiwany optymalny czas za&penia
optymalizacji.
Przedstawione poiej rozwhzanie zadania pozwalgpkreslic:
-T5 tj. optymalny czas zakezenia optymalizaciji,
— wektor sterowa G(t)(ﬂam)m’ Ot DLtO,'I:DJ (sterowanych odptywéw ze zbiornikdw

do aglomeraciji) oraz



70

— wektor przerzutdw nadzyzbiornikowychz(t) gy, Uit DLtO,'I:DJ , ktére

— zminimalizup wskaznik jakasci (25) przy rOwnaniu stanu systemu (2), (26) i warunku
(27).

Rozwigzanie zadania optymalizacji przebiega wg (6), (7), (8), (9)¢piaist
Dopuszczalne przesugia warunku (27) mugazspetnig zaleznosé:

& (T")
{ah(TD) o) ar(TD)} 515 |+ 20 570
(1) a%(T) ax(M]| "o T
3

(28)

oh
0

[Dx(Tj)h(TD)J Bx(T) + (TTDD) BT =0

Warunek transwersaldao jest spetniony jeeli:

-n(T) Bx(T) =0 (29)

Uwzgledniajac zaleznosé (28), otrzymujemy:

oy oh(T") /9%, (T) o [0h(T7)/0%(T)
(") [6h(TD)/6>g(TD))[6X (™ [6h(TD)/6>g(TD) BT+

_( oh(T™ /0(T9) ]WD

Oh(TH) /1ax (T (30)

zakladajc, ze Oh(TY)/dT?=0 (réwnanie h(TY)), nie zaley w sposéb jawny od czasu,
podstawiamy (30) do (31), otrzynagjzwiazek:

1

oy _ oh(T") /9% (T")
() [ah(TD)laxl(TD))

Oh(T") / 9%(T")
Oh(T™) /1ax (T

My (T, () =E(T)my(T) (31)

Sterowanie optymalne (6) z uwzgdhieniem (31) wyrza sk zwiazkiem:
() =B Y () B~ A 5] [E(TY) Miy(T") (32)
Przerzuty midzyzbiornikowe z uwzglnieniem (31) wyrzaja sic wzorem:

2(t) = Az 55 TE(TT) My (t) (33)
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Koncowe stany na trajektoriach otrzymamy w wyniku operaciji:

X(T5) = TJ'D{QP(t —1°(1)) - S, IB(t) DY(t) B A OS] (E(TH G ] +
t

dt+xo(t)  (34)
+S, DA (8, [E(TH) [T, } o

Calkujac sktadnik staly w czasie, a ngsbie podstawiac wynik do réwnania (27),
otrzymujemy réwnanie z ktérego mma wyznaczy C;:

10| Q=T -
D(T)-S} Q3 [ +S DEY MY (51~ A0 CE(TY) ]+ dt+ xo( ) £ =0
b | +S, DA 5, [E(TH) [Ty

70
Pry _+Pray _
o) - {{Q (t-1°(9) -S, DR (Y (SR} dt+

S, DAL [8] [E(TY) [T, +S, A (8, (E(T) OGI 0T = b) + %( b

TO
D(T)-§] E{j{QF’(t—rF’(t» -5, DB O (S di+ x4 § }:

to

= S} S, A 8] (E(TY) + S, OA OS, LE(TO) AT - ) [T,

C, ={S}( T) [S,[A}' 8] + S,0A7 OS] (E(T) QT - ()} ' 0
T 35
E{D(rﬂ)—s;(ﬂ)%j{QF’u—rF’(o)—slma)Dmsu} dtw&%H ¢
fo

Drugie réwnanie konieczne do wyznaczehiauzyskujemy z warunku:

IK[x(TH, T
HTO) _(%] 0 (36)

W  przyjetym wskaniku jakasci nie wystpuje funkcja warunkéw kacowych
K LX(TD), TDJ, zatemH (TY) =0, co sprowadza sido zalenosci:

~0,54B (M) ()5 - u )]sy DA IB() DY (1) (B~ u(®)]wy + ' (9 A, T I} +
' (T IQP(TY-17(T5) -8, (T + §, (1] =0

(37)
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Po przeksztatceniu wzoru (37) , otrzymujemy zad8¢ okreslajaca stahb C:
[B(TH) O¥(T9) S 1~ B(T") OY( T) B0+ A’ [§ [E [Cy(TO)]},, 0
0,50 A, (B (T)LY (T") S (- B(T")0Y (T) B+ A (8] [E [Cy(TH] ¢+ +
+(A5' 18, [E [Ty(t)]" [A ,0A S BLIE [T {t)
H(E T, (T %QP(TD—H’(TD» =S [(B(T) DY(T) 801~ A (5 [E (€T +} o
+S, A" I8, [E [Ty(TY))

(38)

o SE{[Al_l IS} E [C(T)]) (A AT B TE (T )+} .
+(ELC,(TH) S, [A;' [5) UE [Cy(TY))
P0O_ POy _ _ a1 O
ey g T T ) -SUBT) V(TS0 AME EE(T)+|
+S, A (5, [E [C(T))

(39)

~0,50) [T, (")) 18, [AT 8] JIE [T, (T))+ (E (G (T)) S, TR, 08} )HE [T, (T7) |+

PrO_ - PrOhy _ 0 —1

+(E T, (1) QP (TH=1P(T™) - S, B(TH Dy(TY) (S[I+ SUAOS [EC(TH) + -0
+S, [A; [}, [E [Cy(T")

(40)

~0,50C, (T")f ET 08, A [8] )IE [T, (T)+ E T 1S, DA B, )HE [T, (T) | +

royE QT T TN -SETOT) B0 SOATDS EC(T)+
+S, [AZ' [} [E [T(TY)
(41)

Po podzieleniu (41) przez wyrenie C(T') oraz dalszych przeksztafcew wy-
niku dodania jednakowych sktadnikow, otrzymujemy:

0,5(E" 1S, DAL (8] + S, 147 [0S, | (E [T(T9) =
=ET IS, (B(T") DY(T7) (B~ Q°(T-1°(T)] (42)
Z wyrazenia (42) wyliczamy stalCy(T"):
Cu(19) =[0,5(E" 18, IA ] + S,0A7 (S) E | =
=ET (IS, (B(T") DY(T7) (B~ Q°(T-1°(T")] (43)

Z poréwnania wzoréw (35) i (43) wyznaczamy, optymalny czas rozpoeza
optymalizaciji.
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Hipotetyczny scenariusz zdarz#

Rozpatrzymy przykiad z poprzedniego punktu, tym razem w aspekcie czAso- ko
wegoT . Przyjmiemy nagpujace zalgeniat, = O [s]:
1. Pocatkowe stany zbiornikéw

x§ =[(20+2d) (30+0,51) (46- 0,5 ) [20,0 30,0 40,0] fm
2. Koncowe stany zbiornikéw zwrane réwnanie
h(Th: S,x(T9-200=0 S,=[1 2 3
3. Doptywy do zbiornikéw
QW' =[A+t) (2+t) (20-0,58)], Ct0O| o7”| [t /s

4. Zapotrzebowanie na wegonizej zbiornikdw

[0 0 (5+0,21)
Y(®=|0 [ 0O |[m%s], [EJ{ ' _ }
0 0 [ (15-0,21)
5. Funkcje zaangawania zbiornikdw w realiza¢jfunkcji zapotrzebowania
Lo 0 0.4 0
BO=| 0 [, 0 |, [-]1:[0 o,z}ﬂ(t)’
0 0 [
0,2 O 10,4 0
[-]2—{0 0’4}3(0, [']3—[O 0,4}3(0
6. Macierz wspoétczynnikéw wag
@ o o
0
azlo @ o [u:[; J
0O 0o @Mm
7. Macierz strukturalna
@ o o
§=/0 [@ 0} [@=1 1]
o o @Mm

Rozwigzanie:
1. Wedtug (35):

C, ={S3(T") [S, AT (8] + S,0A; DSJE(T) (T - )} 0

10
D(TD)-SJ(TD)%.[{QPU-TP(D) -S DR DM) (B0 dt+x{ §

to
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_0,77tr"Y + 81"

< 347"

2. Wedtug (43):

C,(TY) =[0,5[E" S, AT [5] + S,0A; [S) (E] ™' O
[E" S, (B(TH) Ov(TH) 8- QP (T -tP ()]

_8-1,54T"

< 17

Poréwnujc oba wyraenia okrdlajace C,, otrzymujemy roéwnanie kwadratowe
wzgledemT :

2,310 °F-8T"= 0 = T”= 3,4632¢
Dalsze rozwizanie dlaT" = 3,4632 [s]

3.C =8-1,5405,4632 0,15686:
17

4. Sterowania (32)

(2+0,08 )+ 0,156863]
{(3—0,04@ ¥ 0,15686$
| [@@+0,04% )+ 0,3137
[(6—0,0 W 0,31371
(2+0,08d )+ 0,4705
{(6—0,08] ¥ 0,47051

[m®/s]

5. Przerzuty midzyzbiornikowe (33):

2(t) = A;' 85 [E(TY) My (1) =
1 0 0Oj|-1 1 O 0,3137
=0 1 0 0O -1 1 00,156863| - 0,15
0 0 1 1 0 - -0,1569

6. Stany kacowe uzyskane w wyniku wyliczonych stanéw pgikewych i otrzymanych
sterowa wynosz:



3,4632
Xx(10)=

20

(@+t)
2+t) |-
(10-0,51)
-1 0 1
+1 -1 0
0 1 -1
11,4

+30|=| 22,8 [nT]

40

47,2

[ 1
0
0

0
[L 1]
0

0,3137
-0,156
-0,156

0
0
L1

il

(2+0,081 )+ 0,156863]
{(3—0,04[11 W 0,15686$
(1+0,041 )+ 0,3137
[(e—o,oa] ¥ 0,31371
(2+0,081 )+ 0,4705
{(6—0,0&11 W 0,47051

Stany kaicowe na trajektoriach spetniajarunek (27):
11,4

L 2 3

47,2

22,8|- 2001 (

75

dt+

7. Kazde inne sterowanie prowadzi do zWézenia wartéci wskanika jakaci lubli
naruszenia ograniczenia (27) na trajektoriach standw.

X, (0)=40,0

200 1

Ax

Rys. 8. llustracja graficzna przyktadu
Fig. 8. Graphical illustration of the example
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4. Wnioski

Niniejszy artykut zawiera zagadnienia sterowania systemem zbiornikbw retencyj-
nych, ktére mog by¢ przypadkami ogsto stosowanymi w praktyce.

Ustalone warunki poatkowe na trajektoriach stanéw (ij. patikzowe wypelnienia
zbiornikbw) oraz warunki k@icowe na trajektoriach stanéw zwane réwnaniem ogra-
niczen, stanowq bardzo praktyczne zadanie optymalizacyjne, w oparciu o ktérea mog
funkcjonowa zlozone systemy zbiornikowe.

Dodatkowo ustalony lub nieustalony czas rozpotzakaczenia optymalizacji
(rozpoczcie pracy kolejnych zbiornikbw w ramach systemu, Zakenie pracy catego
systemu zbiornikdw) znacznie wzbogaca zbiéekmgch przypadkow.

Skuteczné¢ podejcia do sterowania systemem zbiornikéw z wykorzystaniem réw-
nania ogranicze na kacach trajektorii standw, sprowadza sio faktu pozostawienia
wymagane] globalnej ilgci wody w zbiornikach systemuna koniec horyzontu opty-
malizacji T, bez konkretnych wymagawv odniesieniu do pojedynczego zbiornika.

Rola przerzutéw medzyzbiornikowych w tym wzgldzie jest taka, aby:

— zrealizowd postawione rownanie warunkéwiepwych,
— oraz aby dystrybucja wody z systemu (dostawy wody do odbiorcéwypitasz mi-
nimalnymi stratami w odniesieniu do wymaganych potrzeb odbiorcow.

Z zastosowanie autorskich programow komputerowych wykonano, epnistomo-
wiono wyniki symulacji pracy systemu, przy wykorzystaniu hipotetycznych danych, ktére
tworza tzw. scenariusze zdarzewn obrbie analizowanego systemu. W konsekwencji
wymagane] globalnej ilgci wody w zbiornikach systemuna koniec horyzontu opty-
malizacji T, mazna zaproponowarézne warianty sterowania (uzatlgone od scenariu-
sza zdarz®), ktérych wspéla cechy jest traktowanie prognozy w sposéb determini-
styczny.

Wynikami symulacji § w kazdym przypadku: wektor odptywow ze zbiornikéw na ca-
ty horyzont optymalizacji, wektor przerzutéw gdizyzbiornikowych, ktére uwzgtiniaja
(w razie konieczngi) ograniczenia dotyere uradzear spustowych zbiornikow oraz cele
zawarte we wskaniku jakasci oraz wektor kacowych wypetni@ zbiornikow systemu,
ktory gwarantuje wymagana globalnasdowody w systemie zbiornikbw na koniec roz-
patrywanego horyzontu czasowego.

Analiza odpowiednio diego zbioru hipotetycznych sytuacji ugtisvia skuteczne
ustalenie zakresu zmiendtd gtdwnych parametréw systenid(T), B(t), Y (1), Ay, Ay, As,
wplywajacych na: wektor steromaﬁ(t)(+), wektor przerzutéw medzyzbiornikowych z(t)
oraz wektor standéwk(t) i wartas¢ wskaznika jakdci F.

Réwniez w wyniku dalszej ,kompilacji” przedstawionych w artykule rozean, maz-
na rozpatrywé kolejne przypadki poszukiwania:

— optymalnego wektora czaséw rozpecia procesu optymalizacji (czas patkowy
swobodny CPSJ, =[fy; fo, * * fon], dlaustalonego czasukmowegoT lub

— optymalnego wektora czaséw zakaenia procesu: Y(czas kacowy swobodny CKS),
przy (CPU)
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« jednakowym ustalonym czasie patkowym to,
e réznym ustalonym czasie pagkowym dla poszczegélnych zbiornikéw systemu

tOZLtO,l to2 * to,mJ-

Wyzej przedstawione i wymienione przypadki prawdopodobnie zamyaEpr ma-
liwych rozwiazan w odniesieniu do tematu zdefiniowanego w tytule artykutu.
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