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Ukosne liczby zespolone w opisie obwodéw elektrycznych przy
sinusoidalnych i prawie okresowych przebiegach pradoéw i
napiec¢

Streszczenie. W artykule wprowadzono nowg definicje tzw ,ukosnej liczby zespolonej” w odrdznieniu do dotychczas powszechnie stosowanej
definicji ,prostokgtnych liczb zespolonych”. Sg one wektorami 2-D zwigzanymi ze sobg regutg transformacji wspotrzednych. Za pomocg takich
wektorow reprezentuje sie prady i napiecia sinusoidalne w obwodzie elektrycznym. Natomiast impedancje traktuje sie jako 2x2 - macierzowy
operator, ktory wektorowi pradu przyporzadkowuje wektor napiecia. Podano regufe transformacyjng operatora impedancji z prostokgtnego do
ukosnego ukfadu wspodtrzednych. Zbadano podstawowe wiasno$ci algebraiczne wektoréw i operatorow w ukosnym ukfadzie wspotrzednych i
zwrécono uwage na ich analogie do praw algebry klasycznych liczb zespolonych.

Abstract. The article introduces a new definition of the so-called "skew complex number" in contrast to the so far commonly used definition of a
"rectangular complex numbers". These numbers can be used to represent the currents and voltages in the electric circuit of the harmonic signals. In
the article the terms skew impedance and admittance have been defined. The impedance is treated as 2x2 - matrix operator that assigns a voltage
vector to a current vector . It has been given the rule how to transform an orthogonal impedance operator to the skew coordinate system. It has been
also examined the basic algebraic properties of vectors and operators in the skew coordinate system and it has been highlighted analogies to the
rules of classical algebra complex numbers. (Skew complex numbers in application to the circuit theory of harmonic and almost harmonic
signals).

Stowa kluczowe: liczby zespolone prostokatne i ukosne, transformacje uktadéw wspoirzednych, reguty transformacyjne wektoréw i
operatorow.
Keywords: rectangular and skew complex numbers, transformations of coordinate systems, rules of vector and operator transformations.

Wstep

Wiadomo, Zze monoharmoniczny sygnat o zadanej
czestotliwosci jest jednoznacznie scharakteryzowany liczbg
zespolong. Sygnat taki moze by¢ tez scharakteryzowany
jednoznacznie dwiema pobranymi prébkami z przebiegu
czasowego. Jezeli probki te wystepujg w odstepie katowym
n/2+2nt (n — liczba catkowita), to tworzg one pare
réwnowazng odpowiedniej liczbie zespolonej. Jednak gdy
probki te pobra¢ w innym odstepie kgtowym niz /2 (w
odstepie nieortogonalnym), to wtedy odpowiadajgca im
para liczb rzeczywistych ulega pewnemu znieksztatceniu
tworzgc tzw ,uko$ng liczbe zespolong". W zbiorze
ukosnych liczb zespolonych dziatajg operatory, do ktérych
przechodzi sie poprzez kongruentne transformacje ukosne.
W artykule pokazano w jaki sposdb prady i napiecia w
obwodach elektrycznych przedstawia sie za pomocag
ukosnych liczb zespolonych a takze jak z uzyciem
Loperatoréw ukosnych” wprowadza sie pojecie impedanc;ji i
admitancji. Takie postawienie kwestii wydaje sie byé¢
autorom artykutu nowym, niespotykanym dotad w literaturze
rozwigzaniem matematycznym.

Oprécz tego w tym opracowaniu podejmujg sie oni
odpowiedzi na nastepujgce pytania:
- jakg forme przybierajg szeregi potegowe, wzér Eulera i
logarytm dla ukos$nych impedancji (admitanc;ji)?
- jak odksztatca sie wzér Parsevala, iloczyn skalarny, moc
czynna, bierna i pozorna?
- jak zmierzy¢ rezystancje, reaktancje, kondunktancje,
susceptancje korzystajac z prébek sygnatdéw sinusoidalnych
pobranych w odstepach katowych nieortogonalnych, tzn
o — 0 # n/2+2nmw ?
- jak zastosowaé ukosne liczby zespolone do opisu
sygnatow wieloharmonicznych, w tym prawie-okresowych i
jak uogdlni¢ dla nich wzoér Parsevala i wzory na moce
czynng i pozorng?

O ile wiadomo autorom samo pojecie liczby, ktérg nazwali

oni "uko$ng liczbg zespolong" nie byto dotad znane, Nie ma
tez dlatego odpowiedzi na cztery postawione wyzej pytania.

Pojecie ukosnej liczby zespolonej

Sygnat sinusoidalny

y(t) = Y| cos(ot + XY)

scharakteryzowany jest jednoznacznie liczbg zespolong

Y =1Y] el =y, +Y,=|Y| cos(XY)+j |Y] sin( <X Y)

gdzie: j=+/-1

Liczba ta nazywana "prostokatna liczbg zespolong"
tworzy wektor 2-D:

(1) Y=

Natomiast "ukosna liczba zespolona" jest wektorem
utworzonym przez dwie prébki sinusoidy pobrane w

momentach katowych o1= ot;, 0= ot;:
yi=y(t) =[Y| cos(oy+ XY)
y2:=y(t2) = [Y] cos(at <Y)
Stad otrzymuje sie zwigzek miedzy prostokgtng a
ukos$na liczbg zespolong
Y ¢ -5 Y]

(2) y= =
Y, C, -5, Yz

=TY

gdzie:
c= cos(a), c= cos(a,), s;= sin(a.;), s,= sin(a,)

Transformacja odwrotna ukladu wspoétrzednych ma

postac
1 S, S
@ Y=Tly; 7= | *
S |—C, C(
¢, -S )
s = = sin(o;— )
2?2
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Wazng role odgrywa operator macierzowy 2x2, ktéry
liczbie zespolonej przyporzadkowuje jednoznacznie liczbe
zespolong.

Reguta transformacyjna pomiedzy operatorem

y=ax
w dziedzinie ukosnych liczb zespolonych a operatorem

Y=AX
w dziedzinie liczb prostokatnych okazuje sie by¢ liniowym
przeksztatceniem kongruentnym [2]:

A=T'aT —— a=TAT?

Przyktadem jest tu operator jednostki urojonej j=+/-1,
ktéry w zapisie wierszowym dziata nastepujgco

Y1 HY=j (X X)) = - X0t X

ale zapis "kolumnowo-macierzowy" przyjmuje postaé

Y, 0 -1]| X,
4) = , w skrécie Y=JX
Y, 1 0 ||X,

Tak wiec w obu zapisach zauwaza sie odpowiednio$¢

. 0 -1
]
1 0
Po transformacji kongruentnej ten operator transformuje sie
do postaci:

1jc -1
j=TIT== —=
s|1 —c
gdzie:
c= cos(o—0), s= sin(a—a), (odstep katowy probek).

Otrzymany w ten sposob operator - macierz j staje sie
ukosny operatorem obrotu - odpowiednikiem prostokgtnego

J czy tez gaussowskiego j=+/—1 .
Przeksztatcenie

wyznacznik:
al= | TAT [=|A]

kongruentne zachowuje tez

Impedancja i admitancja

Impedancja, admitancja sg operatorami wzajemnie
odwrotnymi, ktére w prostokgtnym ukfadzie wspotrzednych
majg posta¢ macierzy:

{R —x}
(5) Z=R1+XJ=
X R

G -B
Y=Gl+BJ=
B G

gdzie: 1 - 2x2 macierz jednostkowa, R, X, G, B -
rezystancja, reaktancja, konduktancja, susceptancja.

Operator impedancji we "wspotrzednych ukos$nych”,
bedzie miat postac:

_ s ._l SR +cX -X
(6) z=TZT " =R1+Xj=
S X SR —cX

Tak wiec jezeli prébki pradu dwojnika elektrycznego
tworzg wektor kolumnowy [i; i5]' to probki napiecia w tych
samych chwilach bedzie mozna otrzymywac¢ ze wzoru

U | 1[sR+cX =X I,
(7) == .
u, S X SR—cX || 1,

Zachodzg tez rownoscig dla wyznacznikéw macierzy:

Jz =IZ1=VR? + x?

Szeregi potegowe, wzor Eulera, logarytmy
Dla operatora "prostokatnego" zachodzi

(8) J2=(-D1
Dla operatora "ukos$nokatnego" bedzie to samo!
j2 =TIT TIT'=(-D1
stad dla catkowitego n=0,1,2,3,...
9 1 =0°"=(D"1
j2n+1 — ijn = (=1)"j
co sprawia ze dla skalara rzeczywistego ¢ zachodzi:
(10) el’= 1 cos(¢) + ] sin(¢)
albo ogolnie, dla macierzy-operatora

(11) 2= flz| (L cos(9) +j sin(9))

Oznacza to, ze w ukosnym uktadzie wspotrzednych
zachowuje sie niezmiennicza posta¢ wzoru Eulera [1]. W
formie rozwinietej macierz ta przyjmuje postac:

cos(g) +£sin(¢) —lsin(gzﬁ)
(12) z=[l| S S

ésin(qﬁ) cos(g) — sin(g)

gdy z jest macierza-operatorem impedanc;ji, to
S X
YORCESSNEE

Logarytm operatora macierzowego z=R1+ X j = |z| el

nazywa sie macierz 2x2:
(13)

) +36 2o
s Gl S

Wzoér Parsevala, iloczyn skalarny,
bierna, operator sprzezony

Bezposredni zwigzek miedzy operatorami: prostokgtnym
J i uko$nym j mozna tez przedstawi¢ w postaci:

(14) j=JA

In(z) = Ln([z) + j =

moce szynna i

Gdzie A zwany bedzie "prawostronnym operatorem
znieksztatcenia" i jest on macierzg symetryczng:

1 -c
A=J‘1j=l[ }
s{—-c 1

Uwzgledniajac transformacje napie¢ i prgdéw:

U=T'u; I=T7
z ukodnego do prostokatnego uktadu wspéirzednych
wektorowych, otrzymuje sie wzér na iloczyn skalarny- moc
czynng - tzw "czynny wzér Parsevala"[3,4,5]:

1 N .
Ul= —u'4i =—1"4u =P
S S
albo w rozpisaniu na wspotrzedne ma on postac

(15)
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1 . ) .
(16) Ui li+ Uz b=— (Ug ii+ Uz I —c(Uy 1
S
— Uy iy))
Mozna tez udowodni¢ wzdr na moc bierng - tzw. "bierny
wzor Parsevala" [3,4,5]:

1 . I . )

Udl=—uJdi=-—1Ju =Q
S S

ktory w formie rozwinietej ma postac:

(17)

1 i .
Ui b+ Uz Ii=—(-Ug 2+ Uz Iy)
S

Dla operatorow impedancji z = R1 + X j i impedanciji
y = G1 + B j wprowadza sie tez formy kwadratowe mocy

(18) P=E i'Ai=E u' Au
2s 2s
X .. B
19 =— "di=—— u'4u
19) Q 2S 2S

i wartosci skutecznych :

1
[l H—,/—I'AI
2s
|lul|= /—1 u'Au
2s

Odwrocenie form kwadratowych pozwala wyznaczyé
parametry immitancyjne R,G,X,B poprzez pomiary wekto-
réw probek napiec i pradow sinusoidalnych (zob. rys. 1)

(20)

u'Ai u'Ji
(21) R= , XK=——
A 1'Al
U'Ai u'Ji
G= , B=———
u'Au u'Au
N . R
— X
> G
i—> —>
Rys.1. Schemat blokowy ukitadu do pomiaru parametréw

immitancyjnych dwajnika

Oprécz prawostronnego operatora znieksztatcenia
Ap=A definiuje sie operator lewostronny A :

j=JA, =AJ

1|1 ¢
s|c 1
co skutkuje tym ze A Ap=1
Z uzyciem dwodch operatoréw znieksztatcenia definiuje
sie operator sprzezony , wychodzgc z iloczynu skalarnego :

(zi)'Ai=i'z'Ai=i'AZ’i
skad
Z =A"7ZA=Az'A,
gdzie z* - macierz sprzezona, z' - macierz transponowana.

(22)
skad

M=A4=1"]; A= jI'=

Whynika stad ze
(23) J=-]

i wynik ten pokrywa sie z analogicznym rezultatem dla
prawoskretnych liczb zespolonych. Zachodzi tez:

1 * 1 *.

24 —((z+z)=R1l , —@Z-2)=X]
(24) 2( ) 2( =X
Ukosne liczby zespolone a sygnaty wieloharmoniczne
prawie-okresowe

W  punkcie tym rozpatrywany bedzie sygnat
wieloharmoniczny prawie-okresowy zadany szeregiem
Fouriera

*

(25)

1 Y, i
= —= > —e™ Y, =Y,
R T

Zaklada sie, ze sygnat taki probkowany jest w dwdéch
chwilach: t4, t,. Wéwczas punkty katowe pobrania probek

a4, 0, odstep miedzy nimi o =o4— 0, oraz cosinusy i
sinusy tych katéw, odpowiednio Cy,, Si»; C,S sg funkcjami h.

Funkcjami h sg réwniez macierze transformaciji
wspotrzednych Thi Th
-1
Yo=ThYn  Yo=Th "Vu

Operator J, ktéry sam nie zalezy od czestotliwosci
transformuje sie kongruentnie do juz zaleznego od
czestotliwosci jp,:

I|c, -1
h=Thd Tit=—|
s, LI -G

Prawostronny operator znieksztatcenia, ktory
bedzie zalezat od czestotliwosci jest macierzg

. 1] 1 -c
Ah:"]_ljh :_{ h}
Sy LG 1

Mozna wykazaé ze iloczyn skalarny sygnatéow prawie-
okresowych ktory definiowany jest jako granica catki

réwniez

T/2
u, |)—— [ uwicdt =P
—T/2 T
we wspoitrzednych prostokatnych Uy, i i we

wspotrzednych ukosnych Uy , i
okreslony jest wzorem Parsevala:

dajgcy moc czynng

1 1 1 .
(26) P=—ZU’hIh=—Z—u'hAh|h=
2 2 S,
——2—|hhh Z—u AU,
gdzie: Rh,Gh — funkqe czestotllwosmowe rezystancji i
konduktanciji,

(e)' — znak transpozycji 2-D wektora.

Normy — warto$ci skuteczne okreslone bedg wzorami:

. 1 i A
(27) il = |~ 2~
227,
Il <UL Au
lul =, [ > =
295
Whnioski
W artykule podano kilka nowych wynikéw dotyczgcych
zagadnien identyfikacji pomiarowej drgan  jedno-
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harmonicznych i wieloharmonicznych za pomocg dwdéch
prébek pobranych w okreslonym odstepie kgtowym.

Probki te pobrane w liczbie po dwie od sygnatéw napiecia i
pragdu dwdjnika elektrycznego pozwalajg nastepnie na
zidentyfikowanie samego dwdjnika pod wzgledem zaréwno
immitancyjnym  (impedancyjno-admitancyjnym) jak i
energetycznym. Oznacza to, ze za ich pomocg mozna
wyznaczy¢  operatory  immitancji  dwdjnika  przez
wyznaczenie ich parametrow rzeczywistych R, X,G,B a
takze mozna wyznaczy¢ iloczyny skalarne napiecia i pradu,
a wiec moce: P,Qi [S].

Wykazano tez, Zze dwie probki pobrane w odstepie
katowym ortogonalnym, tj. n/2+2nn identyfikuja sinusoide
za pomocg liczby zespolonej wyrazonej wektorem 2-D we
wspotrzednych prostokatnych. Te liczbe zespolong nazywa
sie skrotowo "prostokatng". Natomiast gdy prébki pobrane
sg w odstepie o #n/2+2nt , wtedy identyfikujg one
sinusoide za pomoca wektora 2-D w innym niz prostokatny
uktadzie wspotrzednych. Ten wiasnie wektor nazywa sie w
pracy "ukosna liczbg zespolong".

Prostokgtne i ukos$ne liczby zespolone bedgce 2-D
wektorami odpowiadajg sygnatom napiecia i pradu dwdjnika
elektrycznego. Natomiast impedancja i admitancja dwéjnika
sg operatorami-macierzami 2x2. Wektory transformujg sie
wg przeksztatcenia y=TY, podczas gdy reguig
transformacyjng operatorow jest przeksztatcenie podwdjne
(kongruentne) : a=TAT . Okazuje sie, ze pod wzgledem
algebraicznym takie transformowane operatory 2x2
zachowujg sie podobnie do prostokgtnych liczb
zespolonych, ale tez pod pewnymi wzgledami sie od nich
réznia.

Kluczem jest w tej

kwestii transformata kongruentna

operatora jednostki urojonej j=+/—1, ktdrej w zapisie 2-D
odpowiada macierz J wg reguty:

[o —1} _ 1{0 —1}
J= > j=TJIT'=—
1 0 sl c

gdzie c2+s?=1 - wspotczynniki bedgce kosinusem i sinusem
odchyiki kgtowej pobrania prébek sinusoidy.

Operator impedancji dwdjnika, ztozony z dwéch liczb
rzeczywistych R,X podlega transformac;ji

R -X
Z=R1+XJ=

X R
1 |sR+cX -X
—>zZ=R1+Xj=—
S X SR —cX
Operatory we wspotrzednych  ukosnych  spetniajg

wszystkie prawa matematyczne liczb zespolonych:
- operator j jest oscylujgcym idempotentem ,
-operatory-macierze komutuja w mnozeniu co razem
sprawia, ze dziata dla nich szereg funkcji wykfadniczej i
wzor Eulera.
Operatory i
pozwalaja na

wektory we wspoétrzednych ukos$nych
analize napieciowo-prgdowg obwodu
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elektrycznego z uzyciem probek sinusoidalnych napie¢ i
pragdow pobranych w odstepie kgtowym innym niz n/2+2nm.
Natomiast istotne znieksztalcenie w uko$nym ukfadzie
wspotrzednych pojawia sie w iloczynie skalarnym napiecia i
prgdu a wiec w wyrazeniach na moc czynng, bierng i
pozorng. Pojawiajg sie tam prawostronne i lewostronne
macierze-operatory znieksztatcenia, ktére wplatajg sie w
srodek formy dwuliniowych i kwadratowych. Za pomoca
tych form mozna wyznaczy¢ bezposrednio moce P,Q,|S|
oraz parametry R,X,G,B tj. poprzez pomiar dwoch probek
napiecia i dwéch prébek pradu w dowolnym, ale tym
samym odstepie katowym.

Giéwne punkty artykutu posiadajgce cechy nowosci to:

- rozroznienie napiec i prgdéow obwodu elektrycznego jako
wektoréw 2-D od immitancji jako operatoréw-macierzy 2x2

- rozszerzenie operatora jednostki  urojonej w
ukosnokatnym uktadzie wspoirzednych, zbadanie jego
wlasciwosci oraz wprowadzenie pojecia uogolnionej
impedancji R1 + X |

- wprowadzenie operatora-macierzy znieksztatcenia A
miedzy jednostkami urojonymi w prostokatnym i uko$nym
uktadzie wspdéirzednych i z jego udziatem zmodyfikowanie
iloczynéw skalarnych napiecia i prgdu w zwigzku z
pojeciami mocy P,Q,|S|, oraz wzoréw do pomiaru
parametrow R,X,G,B dwajnika elektrycznego.

W koncu pozostaje pytanie: po co stosowac ukosnokatny
ukfad wspotrzednych jezeli mozna pobraé probki sygnatow
napiecia i pradu w odstepie katowym m/2+2nn? Tak moze
by¢ w przypadku prébkowania pojedynczej sinusoidy,
jednak nie jest to mozliwe gdy sygnaty te skfadajg sie z
dwéch lub wiekszej liczby harmonicznych o réznych
czestotliwosciach, a takze przy probkowaniu szeregowym
dwdch sygnatéw napiecia i pradu. Te kwestie poruszono w
ostatnim punkcie artykutu.
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