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Wymiary i obcigzenie badanej konstrukciji

M=Pa

Rys.1. Rysunek konstrukcji gia Z-owego wraz z uktadem sit obzajacych.

Z punktu widzenia statyki uktad olaerjacy jak na Rys. 1.1, redukujecsio zera.
Azeby opiséa obrot peta pod dziataniem obgienia wprowadzamy ukiad
rownowany kinematycznie w postaci dwoch przeciwzwrotnye git:

M = Pa, (1)

lezacych na réwnolegtych ptaszczyznach pétek i oddatbng odlegtéc réwng
wymiarowi $rodnika h, Rys. 1.2. Taki ukliad dwoch momentéw nazywamy
bimomentemB . Znak bimomentu definiujemy wazglem zwrotu normalnej

zewretrznej przekroju poprzecznego w odniesieniu do dlkl(ax Y, z) i zwrotu

momentu M ustalonego wzgtlem kierunku obrotu wskazowek zegara jako
kierunek dodatni, dla obserwatora gtggo m¢dzy ptaszczyznami dziatania par.

Jezeli zwroty te § jednakowego znaku to bimoment ma znak dodatni. &ob

powyzszego, dla uktadu momentéw jak na Rys. 1.2, zaepiyz

B =Mh. (2

Wybrane zaleznosci teorii bimomentowej Wiasowa(1961)

1. Definicja prta cienkdciennego: pgtem cienkéciennym nazywamy konstrukcj

ktérej wymiary geometryczne jak gruddp szerokeéc i ditugasé, roznig sie o rzad
wielkosci.

Definicja kinematycznej rownowacsci uktadéw sit: dwa uktady sit przykmne do
preta cienkdciennego nazywa bedziemy kinematycznie rownovmymi, jezeli
redukupc je do ustalonego punktlR zwanego srodkiem zginania, Sztywno
zwigzanego z ogisrodkowg przekroju poprzecznego, w taki spos@bdrog redukcji
wyznacza lokalny uklad sitx( s, n), otrzymujemy w punkcieR réwnas¢ sit,
momentéw i bimomentow.



PunktR nazywany jest rowniesrodkiemscinania,srodkiem przekroju poprzecznego
lub srodkiem sztywnéci.

Rys. 1. Rysunek ogolny ¢a cienkdciennego.
(X, ¥, 2) uktad prostoktny globalny, &, s, n) uktad krzywoliniowy lokalnyR —srodek
zginania(s) ramk obrotu dowolnego punktd przekroju poprzecznegogba.

3. Zalozenia teorii bimomentowej:
- linia srodkowa peta jest nieograniczenie sztywna w ptaszeceg prostopadtej do
diugcdéci preta, ptaszczyznay( z) i podatna w kierunku diugoi preta, G X, co
umazliwia swobodn deplanagj przekroju poprzecznego. Zatnie to powoduje
ze przemieszczenia, w kierunku wspotrzdnej krzywoliniowejs, dowolnego
punktu A lezacego na ptaszczpie srodkowej, Rys. 2, mona opiséa w postaci
sztywnego obrotu ogk a .
- powierzchnia srodkowa peta nie wykazuje odksztalge postaciowych w
ptaszczynie (x, 9):

Y. =0. (3)

4. Przemieszczenia, , u,
Na podstawie pierwszego zaémia teorii bimomentowej zapiszemy:

u =alt(s). 4)

Drugie zalaenie powgzemy z rownaniem Cauchy ego:
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Do wyrazenia (6) podstawimy zataos¢ (4):

. __ola(r(s]]

0s 0Xx

(7)

i liczac pochodna po prawej stronie rownania (7) otrzymamy

£ =—q'(x)r(s). (8)

Z kolei pomnaymy obydwie strony réwnania (8) przes:

ou,
0s

ds=-a'(x)r(s)ds, 9)

i wykonamy catkowanie obustronne wggéms:

i *ds:—a'(x)fr(s)ds, (10)

otrzymupc po podstawieniu zataosci definiujgcej wspotrzdng wycinkowg a)(s) ;

df

fr (s)ds=w(s), (11)
wyrazenie na przemieszczenie wzziosi x:
u, =-a'(x)w(s)+C. (12)
Stah C wyznaczymy z warunku brzegowego.

. Odksztatcenies, .
Do rownania Cauchy ego:



ou
E =—=, 13
T (13)

Podstawimy wyrzenie (10) otrzymuc:
g, =-a"(x)w(s). (14)

Jezeli odksztatcenie wg wzoru (14) spowodowane jestyngee bimomentem to
nazwiemy je odksztatceniem wycinkowym i oznaczymy:

g, =-a"(X)aw(s). (15)

. Naprzenie wycinkoweo, i bimomentB, .
Do zalenosci wg prawa Hooke a:

E
o,6= £, 16
¢ 1-v? (16)
Podstawimy wyrzenie (15) otrzymuc:
E n
o,(xs)=- — (x)(s). (17)
Rownanie (17) pommgymy obustronnie przez.dF :
E n
o,dF =-———a (x)wdF, (18)
-V

I wykonamy obustronne catkowanie po powierzchnegraju poprzecznego gaF :

jawﬂF:{lEza%@aMF. (19)
F FlL—V
Na podstawie definicji bimomentu:
df
B,=|o,wdF, (20)

oraz definicji wycinkowego momentu bezwiadoip

J = [ardF, (21)



zapiszemy wzor na bimoment wyomy przez druga pochogkata o :

B, (x) = —1_EV2 3,0 (x). (22)

oraz wzOr na napzenie wycinkowe wyrzone przez bimoment:

o,(xs)= B“:](X) w(s). (23)
Wz6r (23) mana przedstawiw postaci:
E n
aw(x,s):—l_vzw(s)a (x). (23a)

. Styczne napzenie wycinkower, i moment g¢tno-sketny M.

Naprzenia wycinkowe zwjzane z elementagnpowierzchm preta cienkdciennego
przedstawionegsna Rys. 3.

linia srodkowa

Rys. 3. Napgzenia wycinkowe wysjpujace w pecie cienkdciennym.

Warunek réwnowagi wewtrznej:

[1)4 0s

zapiszemy w postaci wykrania:

=T (25)

T, = —f 90, ds. (26)



Do wyrazenia (26) podstawimy wzor (23) otrzymaj

aB 1 @
=—a ds. 27
oG ot e

Dalej wykonamy cailkowanie obustronne wigmia (27) wzdla wspotrzdnej
normalnejn, po grubdci preta d, Rys. 2,:

rdn=—-—=2—|w(s)dF, 28
£ ° dx Jwi (5) (28)
gdzie: dF = dds. Wobec tegae:
r,(n)=const, §=const, [7,dn=70, (29)
o
zapiszemy:
dB, 1
r,=——2——|w(s)dF . 30
“ dx JMJF ( ) ( )

Wobec definicji wycinkowego momentu statycznego:

S,=[w(s)dF, 143
oraz zalenaosci wg prac [1-5]:
B, om,, (32)
dx
zapiszemy wzor (28) w postaci:
M.S
r, =—-——=. 33
Y (33)

Wz6r (33) mana rownie zapisé w postaci:

- E 7
7, = —(1_V2)5Swa (x). €93



8. Zastosowanieteorii skrecania de Saint Venanta(1855) do zapisania rownania
rézniczkowego bimomentu.
Réwnanie (32) zapiszemy w postaci:

B, (x)-M,(x)=0. (34)

Moment ggtno-sketny M, (X) przedstawimy odwotap sk do teorii czystego

skrecania de Saint Venanta. W teorii tej, podobnie yakteorii bimomentowej,
przekroje pgta nie ulegaj odksztalceniom postaciowym, natomiast gnajozliwosé
swobodnej deplanacji. Sjganie peta spowoduje powstanie stycznych nrepfi
liniowych antysymetrycznych. Naprenia te zwizane § z momentemMS(X)

ktGrego warté¢ maozemy wyznaczy z teorii de Saint Venanta:
(35)

gdzie: Hza"(x) to jednostkowy kt skrecenia,G to modut spgzystasci poprzeczneyj,
J, to moment bezwtadioi przy skecaniu. Wobec braku obgienia pgta w postaci

zewrgtrznego momentu skcapcego M =0, warunek rownowagi dla momentow
pochodacych od sit zewegtrznych i wewgtrznych sprowadzi gido réwnania:

M, (x)+M_(x)=0. (35a)

taczac (35) i (35a) otrzymujemy:

M, (x)=-a'(x)GJ,. (35b)
Zapiszemy pochodywzglgdemx momentuM , wyrazonego wzorem (35b):
M. (x)=a"(x)GJ,, 6]3
gdzie drug pochodn kata skecenia obliczymy ze wzoru (22):
(L-v?)
a"(x)=- B : 37
i teraz wzor (36) zapiszemy w postaci:
1-v?)G
M;(x):%%sw(x). (38)

Ra&zniczkujgc rownanie (34) wzghemx:

B(x)-M/(x)=0, (39)



oraz podstawigr do (39) zalenos¢ (38) otrzymujemy rownanie #aiczkowe
bimomentu:
B (x)

-+ /=B (x)=0. (40)

Rozwigzanie réwnania (40) zapiszemy w postaci:

B, (x) =C,sinhBx+C, costpx, (41)
gdzie:
_(1-v)G
LB = = 3 (42)

o 1 2 3 4
Rys. 4. Funkcje hiperboliczne.
StateC i C,wyznaczymy z warunkéw brzegowych:
x=0, B, (x)=Mh, (43)
x=1, B,(x)=0. (44)

9. Wozory na charakterystyki geometryczne wybranycitqw przedstawionegsw Tabeli
1, [2].



Tabela 1

Przekrdj

Polozenie SP

Obraz pola w,

Obraz momentu S,

Moment J,,
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Obciazenie preta.

Obcizenie peta realizowane jest przez uktadiba-nakgtka, Rys. 4. Moment
M, przytozony do nakgtki opisujemy wzorem:

M, :Q(itg(y+p’)+5+d° ,uj, (45)
2 4

gdzie: Q to sita w s$rubie, d, to $rednia srednica gwintu,) to kat pochylenia

gwintu, o' to pozorny Kkt tarcia na gwincieS to wymiar pod klucz do dokcania

nakrtki, d  to srednica otworu w ptycie oporowej/ to wspotczynnik tarcia

pomiedzy naketka i ptyta oporows.

nakretka plyta oporowa Sruba ptyta obcigZenia
3
Y / f’ preta

\ o/ o

M, & P

Rys. 4. Uktad obaizajacy pret.

W ukiadzie obgjzajacym peta jak na Rys. 4, zastosowasrabe M10. Dlasruby

M10 odczytane parametry z Poradnika Mechanikadlastpujace:

d,=9,26 mm

P=1,5mm,

S=17 mm, (46)
d, =10,5 mm,

a =60.

Kat )y oraz o' liczymy wg wzorow:



y=arctg P (47)

o =arctg—2— . (48)
cospf

Wspoitczynnik tarcia na gwinciey przyjmujemy taki sam jak porulzy
powierzchny czotowy naketki i ptyta oporows wg Poradnika Mechanika [5] dla
powierzchni tgcych ,stal po stali"y =15+ 17.

Zadania do wykonania:
1. Dla zmierzonego momenti, oraz parametrow geometrycznych gwintu

M10 obliczy site Q nasrubie i dalej sityP obchzajace pet jak na Rys.1.

2. Wyznaczy s$rodek zginania R wg definicji: biegun R( p, q) 0
wspoétrzdnych y=p, z=q dla ktérego zerwyj sic wycinkowe momenty
odsrodkowe:

Jwy:jw(s)y(s)dF :O' (49)

J,, =] w(s)z(s)dF =0, (50)

jest srodkiem zginania pta cienkdciennego. Po wykonaniu dziatavg
wzoréw (49), (50) otrzymujemy:

[w(s,)z(s,)dF
p=—=~ 3 : (51)
[ (s)y(s)dF
q== 3 (52)

gdzie: s, to tzw. punkt zerowej wspokdnej wycinkowej.
Punk (O) dla ktérego wycinkowy moment statyczny roéwna sero

nazywamy gtdbwnym punktem zerowej wspétinej wycinkowej. Punkt ten
znajdujemy licac w pierwszej kolejngci wycinkowy moment statyczny
wzgledem dowolnego bieguna (npsrodka symetrii przekroju), dalej
przesuwamy poetek sumowania aby spetniony byt warunek zerowarga s
wycinkowego momentu statycznego:



s,=[w(s)dF =S, (s,) - w(0)F =0, (53)

dla nowej wspétrgdnej wycinkowej:

w(s) = w(s,)-w(0). (54)

[9)

Czyli znajdujemy wg (53) taki punk®) dla ktérego wycinkowy moment
statyczny jest rowny zero:

w(0) = =22, (55)
3. Obliczy¢ charakterystyki geometryczne przekroju dlegslnia J, wg wzoru:
1o,
J,=52bc, b=c, §56

oraz J, wg Tabeli 1 iwyznaczy funkcjg bimomentuB, (x) wg wzoru (41)
oraz warunkow brzegowych (43) i (44). State matevi@ przyp¢ dla stali:

E=2,110 MPa
G=801C MPa, (57)
v=0,3.

4. Dla wyznaczonego metad teoretyczg bimomentu Bw(x) obliczy¢
napgzenia wycinkowe g, wg wzoru (23) orazr, wg wzoru (33).
Charakterystyki geometryczne obliézwg wzoréow w Tabeli 1, dla punktéw
przekroju 1i 2.

5. Wykona pomiar lgta obrotu pgta katomierzem zaopatrzonym w poziomgjc
w wybranych przekrojach gta wzdhw diugasci preta, (& X) i wyznaczy
funkcje a(x) . Zrézniczkowa dwukrotnie funka} a(x) i obliczy¢ bimoment
wg wzoru (22) napzenie wycinkowe g, wg wzoru (23a) oraz po
trzykrotnym zr&nicowaniu funkcjia(x) obliczy¢ napegzenie 7, wg wzoru

(33a) dla wybranych punktéw przekroju 1 i 2 wg &kl.
6. Poréwna wyniki otrzymane wg metody teoretycznej isdaadczalne;.



Pytania do zaliczenia:

Definicja prta cienkdciennego.

Zalozenia teorii bimomentowe.

Definicja bimomentu (wartg, znak).

Jak wyznaczamgrodek zginania gtaR.

Definicja wspétrzdnej wycinkowej, wycinkowego momentu statycznego i

wycinkowego momentu bezwiad§a.

Jak obliczamy moment gno-sketny.

Jak obliczamy naggenie wycinkowe normalne i styczne.

8. Przedstaw sposéb zapisania rownanianiczkowego bimomentu, zapisz jego
rozwigzanie i oblicz state catkowania dla badanegaor

9. Uzasadnij dlaczego parametrem pomiarowym jgsokrotu peta.
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