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I. Wymiary i obciążenie badanej konstrukcji 
 

 
 

Rys.1. Rysunek konstrukcji pręta Z-owego wraz z układem sił  obciążających. 
 

Z punktu widzenia statyki układ obciążający jak na Rys. 1.1, redukuje się do zera. 
Ażeby opisać obrót pręta pod działaniem obciążenia wprowadzamy układ 
równoważny kinematycznie w postaci dwóch przeciwzwrotnych par sił: 
 

M Pa= ,                                                         (1) 
 

 leżących na równoległych płaszczyznach półek i oddalonych o odległość równą 
wymiarowi środnika h , Rys. 1.2. Taki układ dwóch momentów nazywamy 
bimomentem B . Znak bimomentu definiujemy względem zwrotu normalnej 

zewnętrznej przekroju poprzecznego w odniesieniu do układu ( ), ,x y z  i zwrotu 

momentu M  ustalonego względem kierunku obrotu wskazówek zegara jako 
kierunek dodatni, dla obserwatora stojącego między płaszczyznami działania par.  

Jeżeli zwroty te są jednakowego znaku to bimoment ma znak dodatni. Wobec 
powyższego,  dla układu momentów jak na Rys. 1.2, zapiszemy: 

 
     B Mh= .                                                              (2) 
 
 

II.  Wybrane zależności teorii bimomentowej Własowa (1961)                                         
 

1. Definicja pręta cienkościennego: prętem cienkościennym nazywamy konstrukcję 
której wymiary geometryczne jak grubość, szerokość i długość, różnią się o rząd 
wielkości. 

2. Definicja kinematycznej równoważności układów sił: dwa układy sił przyłożone do 
pręta cienkościennego nazywać będziemy kinematycznie równoważnymi, jeżeli 
redukując je do ustalonego punktu R zwanego środkiem zginania, sztywno 
związanego z osią środkową przekroju poprzecznego, w taki sposób że drogę redukcji 
wyznacza lokalny układ sił (x, s, n), otrzymujemy w punkcie R równość sił, 
momentów i bimomentów.  



Punkt R nazywany jest również środkiem ścinania, środkiem przekroju poprzecznego 
lub środkiem sztywności. 

 

 
 

Rys. 1. Rysunek ogólny pręta cienkościennego. 
(x, y, z) układ prostokątny globalny, (x, s, n) układ krzywoliniowy lokalny, R – środek 

zginania, r(s) ramię obrotu dowolnego punktu A przekroju poprzecznego pręta. 
 

3. Założenia teorii bimomentowej: 
- linia środkowa pręta jest nieograniczenie sztywna w płaszczyźnie prostopadłej do 
długości pręta, płaszczyzna (y, z) i podatna w kierunku długości pręta, oś x, co 
umożliwia swobodną deplanację przekroju poprzecznego. Założenie to powoduje 

że przemieszczenie su  w kierunku współrzędnej krzywoliniowej s, dowolnego 

punktu A leżącego na płaszczyźnie środkowej, Rys. 2, można opisać w postaci 
sztywnego obrotu o kąt α . 
- powierzchnia środkowa pręta nie wykazuje odkształceń postaciowych w 
płaszczyźnie (x, s): 
 

0xsγ = .                                                               (3) 

 

4. Przemieszczenia xu , su  

Na podstawie pierwszego założenia teorii bimomentowej zapiszemy: 
 

( )su r sα= ⋅ .                                                                   (4) 

 
Drugie założenie powiążemy z równaniem Cauchy`ego: 
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u u

s x
γ ∂ ∂= + =

∂ ∂
,                                                  (5) 

 
i przedstawimy w postaci: 

 

x su u

s x

∂ ∂= −
∂ ∂

.                                                         (6) 

 
Do wyrażenia (6) podstawimy zależność (4): 
 

( ) ( )
x

x r su

s x

α∂  ∂  = −
∂ ∂

,                                                    (7) 

 
i licząc pochodna po prawej stronie równania (7) otrzymamy: 
 

      ( ) ( )xu
x r s

s
α∂ ′= −

∂
.                                                  (8) 

 
Z kolei pomnożymy obydwie strony równania (8) przez ds : 

 

( ) ( )xu
ds x r s ds

s
α∂ ′= −

∂
,                                           (9) 

 
i wykonamy całkowanie obustronne względem s: 

 

( ) ( )
0 0

s s
xu

ds x r s ds
s

α∂ ′= −
∂∫ ∫ ,                                       (10) 

 

otrzymując po podstawieniu zależności definiującej współrzędną wycinkową ( )sω : 

 

( ) ( )
0

s df

r s ds sω=∫ ,                                                     (11) 

 
wyrażenie na przemieszczenie wzdłuż osi x: 

 

 ( ) ( )xu x s Cα ω′= − + .                                                   (12) 

 
Stałą C  wyznaczymy z warunku brzegowego. 
 

5. Odkształcenie xε . 

Do równania Cauchy`ego: 
 



 x
x

u

x
ε ∂=

∂
,                                                             (13) 

 
Podstawimy wyrażenie (10) otrzymując: 
 

( ) ( )x x sε α ω′′= − .                                                       (14) 

 
Jeżeli odkształcenie wg wzoru (14) spowodowane jest jedynie bimomentem to 
nazwiemy je odkształceniem wycinkowym i oznaczymy: 
 

 ( ) ( )x sωε α ω′′= − .                                                     (15) 

 

6. Naprężenie wycinkowe ωσ  i bimoment Bω . 

Do zależności wg prawa Hooke`a: 
 

21

E
ω ωσ ε

ν
=

−
,                                                           (16) 

 
Podstawimy wyrażenie (15) otrzymując: 
 

( ) ( ) ( )2
,

1

E
x s x sωσ α ω

ν
′′= −

−
.                                          (17) 

 
Równanie (17) pomnożymy obustronnie przez dFω : 

 

( ) 2

21

E
dF x dFωσ ω α ω

ν
′′= −

−
,                                           (18) 

 
i wykonamy obustronne całkowanie po powierzchni przekroju poprzecznego prętaF : 

 

( ) 2

21F F

E
dF x dFωσ ω α ω

ν
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Na podstawie definicji bimomentu: 
 

df

F

B dFω ωσ ω= ∫ ,                                                       (20) 

 
oraz definicji wycinkowego momentu bezwładności:  

 

2
df

F

J dFω ω= ∫ ,                                                       (21) 



 
zapiszemy wzór na bimoment wyrażony przez druga pochodną kąta α : 
 

( ) ( )21

E
B x J xω ωα

ν
′′= −

−
.                                        (22) 

 
oraz wzór na naprężenie wycinkowe wyrażone przez bimoment: 
 

( ) ( ) ( ),
B x

x s s
J

ω
ω

ω

σ ω= .                                            (23) 

 
Wzór (23) można przedstawić w postaci: 
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1
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−
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7. Styczne naprężenie wycinkowe ωτ  i moment giętno-skrętny Mω .  

Naprężenia wycinkowe związane z elementarną powierzchnią pręta cienkościennego 
przedstawione są na Rys. 3. 

 
Rys. 3. Naprężenia wycinkowe występujące w pręcie cienkościennym. 

 
Warunek równowagi wewnętrznej: 
 

0
x s

ω ωσ τ∂ ∂+ =
∂ ∂

,                                                              (24) 

 
zapiszemy w postaci wyrażenia: 
 

x s
ω ωσ τ∂ ∂= −

∂ ∂
,                                                                (25) 

 
z którego wyznaczymy naprężenie styczne: 
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Do wyrażenia (26) podstawimy wzór (23) otrzymując: 
 

( )
0

1 sdB
s ds

dx J
ω

ω
ω

τ ω= − ∫ .                                                  (27) 

 
Dalej wykonamy całkowanie obustronne wyrażenia (27) wzdłuż współrzędnej 
normalnej n, po grubości pręta δ , Rys. 2,: 
 

( )1

F

dB
dn s dF

dx J
ω

ω
δ ω

τ ω= −∫ ∫ ,                                   (28) 

 
gdzie: dF dsδ= . Wobec tego że: 
 

( )n constωτ = ,  constδ = , dnω ω
δ

τ τ δ=∫ ,                             (29)  

 
zapiszemy: 
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Wobec definicji wycinkowego momentu statycznego: 
 

( )
df

F

S s dFω ω= ∫ ,                                                (31) 

 
oraz zależności wg prac [1-5]: 
 

dB
M

dx
ω

ω= ,                                                  (32)                                          

 
zapiszemy wzór (28) w postaci:  
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Wzór (33) można również zapisać w postaci: 
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E
S xω ωτ α
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8. Zastosowanie teorii skr ęcania de Saint Venanta (1855) do zapisania równania 
różniczkowego bimomentu. 
Równanie (32) zapiszemy w postaci: 

( ) ( ) 0B x M xω ω′ − = .                                                      (34)  

Moment giętno-skrętny ( )M xω  przedstawimy odwołując się do teorii czystego 

skręcania de Saint Venanta. W teorii tej, podobnie jak w teorii bimomentowej,  
przekroje pręta nie ulegają odkształceniom postaciowym, natomiast mają możliwość 
swobodnej deplanacji. Skręcanie pręta spowoduje powstanie stycznych naprężeń 

liniowych antysymetrycznych. Naprężenia te związane są z momentem ( )sM x  

którego wartość możemy wyznaczyć z teorii de Saint Venanta: 
                                                             

     ( ) ( ) ( )s s sM x x GJ x GJθ α ′= = ,                                         (35) 

gdzie: ( )xθ α ′=  to jednostkowy kąt skręcenia, G  to moduł sprężystości poprzecznej, 

sJ  to moment bezwładności przy skręcaniu. Wobec braku obciążenia pręta w postaci 

zewnętrznego momentu skręcającego 0xM = , warunek równowagi dla momentów 

pochodzących od sił  zewnętrznych i wewnętrznych  sprowadzi się do równania: 
  

( ) ( ) 0sM x M xω + = .                                          (35a) 

 
Łącząc (35) i (35a) otrzymujemy: 

( ) ( ) sM x x GJω α ′= − .                                           (35b) 

Zapiszemy pochodną względem x momentu Mω  wyrażonego wzorem (35b):  

( ) ( ) sM x x GJω α′ ′′= ,                                                (36)  

gdzie drugą pochodną kąta skręcenia obliczymy ze wzoru (22): 

( ) ( ) ( )
21

x B x
EJ ω

ω

ν
α

−
′′ = − ,                                              (37) 

i teraz wzór (36) zapiszemy w postaci: 

( ) ( ) ( )
21

s
G J

M x B x
E Jω ω

ω

ν−
′ = .                                       (38) 

Różniczkując równanie (34) względem x: 

( ) ( ) 0B x M xω ω′′ ′− = ,                                                  (39)  



oraz podstawiając do (39) zależność (38) otrzymujemy równanie różniczkowe 
bimomentu:  

( ) ( ) ( )
21

0s
G J

B x B x
E Jω ω

ω

ν−
′′ − = .                                          (40) 

Rozwiązanie równania (40) zapiszemy w postaci: 

          ( ) 1 2sinh coshB x C x C xω β β= + ,                                         (41)  

gdzie: 

 
( )21

s
G J

E Jω

ν
β

−
= .                                                           (42) 

Wykresy funkcji hiperbolicznych przedstawione są na Rys. 4. 

 

Rys. 4. Funkcje hiperboliczne. 

Stałe 1C i 2C wyznaczymy z warunków brzegowych: 

( )0,x B x Mhω= = ,                                                                   (43) 

( ), 0x l B xω= = .                                                                        (44) 

9. Wzory na charakterystyki geometryczne wybranych prętów przedstawione są w Tabeli 
1, [2]. 

 



Tabela 1 

 
 

 



III.   Obciążenie pręta. 
 

Obciążenie pręta realizowane jest przez układ śruba-nakrętka, Rys. 4. Moment 

dM  przyłożony do nakrętki opisujemy wzorem: 

 

( )2

2 4
o

d

S dd
M Q tg γ ρ µ+ ′= + + 

 
,                                    (45) 

 

gdzie: Q  to siła w śrubie, 2d  to średnia średnica gwintu, γ  to kąt pochylenia 

gwintu, ρ′  to pozorny kąt tarcia na gwincie, S  to wymiar pod klucz do dokręcania 

nakrętki, od  to średnica otworu w płycie oporowej, µ  to współczynnik tarcia 

pomiędzy nakrętką i płytą oporową. 

 
 

Rys. 4. Układ obciążający pręt. 
 

W układzie obciążającym pręta jak na Rys. 4, zastosowano śrubę M10. Dla śruby 
M10 odczytane parametry z Poradnika Mechanika [5] są następujące: 
 

2 9,26 mm,
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                                                          (46) 

 
Kąt γ  oraz ρ′  liczymy wg wzorów: 

 



2

P
arctg

d
γ

π
= ,                                                               (47)                                                         

 

cos
arctg

µρ
β

′ = .                                                             (48) 

 
Współczynnik tarcia na gwincie µ  przyjmujemy taki sam jak pomiędzy 

powierzchnią czołową nakrętki i płytą oporową wg Poradnika Mechanika [5] dla 
powierzchni trących „stal po stali” 15 17µ = ÷ . 

 
Zadania do wykonania: 
1. Dla zmierzonego momentu dM  oraz parametrów geometrycznych gwintu 

M10 obliczyć siłę Q na śrubie i dalej  siły P obciążające pręt jak na Rys.1. 

2. Wyznaczyć środek zginania R  wg definicji: biegun ( ),R p q  o 

współrzędnych ,y p z q= =  dla którego zerują się wycinkowe momenty 

odśrodkowe: 

( ) ( ) 0
df

y
F

J s y s dFω ω= =∫ ,                                      (49) 

 

( ) ( ) 0
df

z
F

J s z s dFω ω= =∫ ,                                      (50)  

 
jest środkiem zginania pręta cienkościennego. Po wykonaniu działań wg 

wzorów (49), (50) otrzymujemy: 
 

( ) ( )o o o
F

y

s z s dF
p

J

ω
=−
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( ) ( )o o o
F

z

s y s dF
q

J

ω
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∫

,                                              (52) 

 

gdzie: os  to tzw.  punkt zerowej współrzędnej wycinkowej.  

Punk ( )0  dla którego wycinkowy moment statyczny równa się zero 

nazywamy głównym punktem zerowej współrzędnej wycinkowej. Punkt ten 
znajdujemy licząc w pierwszej kolejności wycinkowy moment statyczny 
względem dowolnego bieguna (np. środka symetrii przekroju), dalej 
przesuwamy początek sumowania aby spełniony był warunek zerowania się 
wycinkowego momentu statycznego:  
 



    ( ) ( ) ( ) 0
df

o
F

S s dF S s 0 Fω ωω ω= = − =∫ ,                           (53) 

 
dla nowej współrzędnej wycinkowej: 
 

 ( ) ( ) ( )os s 0ω ω ω= − .                                      (54) 

 

 Czyli znajdujemy wg (53)  taki  punkt ( )0  dla którego wycinkowy moment 

statyczny jest równy zero: 
 

( )
( ) ( )o

oF

s dF S s
0

F F
ω

ω
ω = =

∫
.                                    (55) 

 

3. Obliczyć charakterystyki geometryczne przekroju dla skręcania sJ  wg wzoru: 

 

3

1

1
,

3

n

s i i i iJ b c b c= ≤∑ ,                                               (56) 

 

oraz Jω  wg Tabeli 1 i wyznaczyć funkcję bimomentu ( )B xω  wg wzoru (41) 

oraz warunków brzegowych (43) i (44). Stałe materiałowe przyjąć dla stali: 
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0,3.

E

G

ν
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=

                                             (57) 

 

4. Dla wyznaczonego metodą teoretyczną bimomentu ( )B xω  obliczyć 

naprężenia wycinkowe ωσ  wg wzoru (23) oraz ωτ  wg wzoru (33). 

Charakterystyki geometryczne obliczyć wg wzorów w Tabeli 1, dla punktów 
przekroju 1 i 2.  

5. Wykonać pomiar kąta obrotu pręta kątomierzem zaopatrzonym w poziomicę, 
w wybranych przekrojach pręta wzdłuż długości pręta, (oś x) i wyznaczyć 

funkcję ( )xα . Zróżniczkować dwukrotnie funkcję ( )xα  i obliczyć bimoment 

wg wzoru (22) naprężenie wycinkowe ωσ  wg wzoru (23a) oraz po 

trzykrotnym zróżnicowaniu funkcji ( )xα  obliczyć naprężenie ωτ  wg wzoru 

(33a)  dla wybranych punktów przekroju 1 i 2 wg Tabeli 1. 
6. Porównać wyniki otrzymane wg metody teoretycznej i doświadczalnej. 

 
 
 



Pytania do zaliczenia: 

1. Definicja pręta cienkościennego. 
2. Założenia teorii bimomentowej. 
3. Definicja bimomentu (wartość, znak). 
4. Jak wyznaczamy środek zginania pręta R. 
5. Definicja współrzędnej wycinkowej, wycinkowego momentu statycznego i 

wycinkowego momentu bezwładności. 
6. Jak obliczamy moment giętno-skrętny. 
7. Jak obliczamy naprężenie wycinkowe normalne i styczne. 
8. Przedstaw sposób zapisania równania różniczkowego bimomentu, zapisz jego 

rozwiązanie i oblicz stałe całkowania dla badanego pręta. 
9. Uzasadnij dlaczego parametrem pomiarowym jest kąt obrotu pręta. 
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